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Introduction

Ce document présente la Théorie des Univers, I'ancétre de la Théorie universelle des ensembles, le nom
technique de la Science de I'Univers TOTAL. Méme si vous n'étes pas spécialiste de la théorie des
ensembles, des mathématiques ou des sciences, vous trouverez un trés grand intérét a lire ce document pour
plusieurs raisons.

D’abord cette introduction, facile a comprendre pour tous, explique I'histoire et I'évolution de ce qu'est
aujourd’hui la Science de I'Univers TOTAL. Cette introduction permettra de comprendre la racine et I'esprit de
cette science, sa raison d'étre, a quels problemes elle constitue la solution, bref quel est vraiment le fond du
probléme scientifique. C’est ici que je peux expliquer certaines choses que vous voulez peut-étre savoir a
propos de cette science, car elles sont ici dans leur contexte. Ailleurs on ne les comprendrait pas aussi bien.
C’est I'occasion aussi de voir a quoi ressemble une théorie axiomatique des ensembles (une théorie selon les
paradigmes actuels), et donc cela permet de voir en quoi la Science de I'Univers TOTAL (la Théorie
universelle des ensembles donc) constitue un changement radical, et pourquoi. Vous allez pouvoir découvrir
les notions techniques qui se cachent derrieére les textes de la Science de I'Univers TOTAL, et si vous n'étes
pas un initié des choses techniques, vous ne pourrez que mieux appréciez la maniére dont les choses sont
dites maintenant, oui vous apprécierez le changement de paradigme !

Et d'ailleurs cette différence vous frappera quand vous passerez des parties A et B a la partie C. Vous verrez
et vivrez ce changement de paradigme, vous apprécierez la trés grande simplification des mathématiques
et des sciences que c’est de passer de la Théorie des Univers a la Théorie universelle des ensembles. Dans
la partie C, on parlera de la nouvelle théorie des nombres (les nombres cycliques), de la nouvelle logique, la
Logique Alternative (fonctionnant avec I'Alternation ) qui est pour le courant alternatif ce que l'actuelle
Logique Négative (fonctionnant avec la Négation) est pour le courant continu. On parlera de physique et
d’'informatique, vous aurez un apercu de I'Informatique de I'Univers TOTAL et son impact sur la physique
entre autres. Vous verrez la différence entre l'actuelle Axiomatique et la nouvelle Théorématique , la
méthodologie de la Théorie universelle des ensembles. Nous passerons des douleurs et des affres de la
pratique mathématique et scientifique actuelle (paradigmes dans lesquels la Théorie des Univers a été
élaborée) a la simplification et au trés grand confort qu’est le fait de travailler désormais dans le cadre de
'Univers TOTAL , 'Ensemble de toutes les choses , 'Ensemble de tous les ensembles

Jamais science n'aura été aussi simple, aussi éclairante et aussi agréable a faire que dans le cadre de
'Univers TOTAL, son paradigme naturel qu’elle aura retrouvé. Le but de ce document est aussi de vous faire
sentir ce passage de I'ancien au nouveau. Vous vivrez les douleurs de I'accouchement de la Théorie des
Univers (avec ses formules dans la pure tradition actuelle, rébarbatives pour les non initiés...) puis la grande
délivrance avec la Théorie universelle des ensembles, la Science de I'Univers TOTAL... La c’est la Science
dans le Calme, la Simplicité, la Paix et la Sérénité. Il n'y a plus de formules effrayantes, il y a infiniment moins
de signes cabalistiques incompréhensibles pour le profane et qui lui donneraient des migraines... Il n'y a
désormais que des symboles trés familiers (addition, soustraction, multiplication, division, signe de I'égalité,
etc., ainsi que les symboles des nombres : 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...), que tout le monde ou presque connait. Bref,
c’est un autre monde qui commence...

Ne manquez donc pas cette partie finale, la ou tout s'éclaire. Vous pouvez donc juste survoler les
développements techniques des parties A et B si c’est du « chinois » pour vous ou simplement si votre
intention dans un premier temps n'est pas d’entrer dans les considérations techniques, mais de juste vous en
faire une bonne idée.

Lisez donc cette partie en diagonale, sauf si les détails techniques de la théorie des ensembles (telle qu’on la
fait actuellement) vous intéressent. Car le but n’est pas non plus de vous faire étudier la Théorie des Univers,
mais simplement de vous faire voir autrement une théorie axiomatique des ensembles, comment ¢a marche,
gu’est-ce que cela permet de faire, quels sont ses concepts fondamentaux, qu’il faut connaitre quand-méme
(relations, égalité, appartenance, réunion, intersection, ordinaux, etc.), quels sont les problématiques,
comment elles sont résolues dans la Théorie des Univers, etc. Si vous savez bien utiliser cette partie
techniqgue (méme si vous ne rentrez pas dans les détails et les démonstrations), elle vous apprendra
beaucoup de choses importantes et intéressantes d’'ordre général sur les ensembles, leur logique et leur
fonctionnement. Vous verrez dans les parties A et B les ensembles abstraits tels que les « matheux » les
congoivent et les utilisent, qui ne vous apprennent pas grand-chose sur I'Univers, sur la vie, sur vous. Et
vous verrez dans la partie C la bonne conception des ensembles , la notion universelle d’ensemble  (c’est
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ce que veut dire Théorie universelle des ensembles ), la notion naturelle , celle qui nous apprend tout sur
'Univers , sur nous et sur la vie (car n'oublions pas que nous sommes des ensembles , donc c’est de nous
et des choses qui nous entourent gu'il est question !)

Quand les choses mathématiques abstraites vous sont expliquées par un physicien et pas n'importe lequel,
mais un physicien bien dans I'Univers (I'Univers TOTAL , la Réalité TOTALE !), oui un physicien qui s'y
connait en matiére d’Ensemble de toutes les choses et qui sait de quoi il parle, on ne loupe pas cette
magnifique occasion de comprendre enfin I'Univers et les choses , de comprendre ce qui se cache
vraiment derriere les concepts mathématiques, leur SENS !

Je sais, il y a la « difficile » partie A et B a passer, la j'étais plus « matheux » que physicien, je I'avoue, mea
culpa... Mais, courage... ¢a ira infiniment mieux avec la partie C, la ou le physicien laisse tomber toute
'abstraction de I'’Axiomatique pour reprendre tous ses esprits avec la trés concréte Théorématique ...

Je suis donc fondamentalement physicien, je faisais des recherches en relativité et en mécanique quantique,
je m'attaquais spécialement a I'étude des paradoxes de la relativité et de la physique quantique, qui selon moi
indiquaient que quelque chose ne tournait pas bien rond dans les fondements de la physique. Ces recherches
et ces enquétes m'ont tres rapidement conduit a m'intéresser de plus prés a tous les outils et les concepts
mathématiques qui servent aux physiciens, et plus spécialement aux outils algébriques et géométriques
(espaces vectoriels, espaces euclidiens et non-euclidiens, matrices, tenseurs, hypernombres, etc.). Et j'ai trés
vite compris que tous les paradoxes et les probléemes convergeaient vers un seul domaine des
mathématiques : la théorie des ensembles et les domaines proches comme la théorie des modéles ou la
logiqgue mathématique.

Je me suis donc trouvé face a tous les paradoxes de la théorie des ensembles (paradoxe du Menteur,
paradoxe de Russell, paradoxe de Burali-Forti, etc.) et a tous les problemes des fondements des
mathématiques. Pour moi, tous les problemes des sciences actuelles se trouvaient Ia, I'étau se resserrait sur
la causes des anomalies, qui est tout simplement le Probleme de la Négation de I'Univers TOTAL. Jai
compris aussi que les solutions que I'on affirmait avoir apporté a ces problemes (comme par exemple la
théorie axiomatique des ensembles de Zermelo-Fraenkel ou ZF) étaient dans le meilleur des cas seulement
des béquilles qui aidaient le boiteux a mieux marcher, mais qui ne soignaient pas le probléeme de fond, sa
paralysie. Et dans le pire des cas, les remedes étaient de fausses solutions qui non seulement donnaient
lillusion d’avoir compris et traité les problémes, mais repoussaient simplement les problémes plus loin, dans

des profondeurs ou ils deviennent encore plus vicieux, plus pervers, plus sournois, plus difficiles a détecter.

C’est ainsi par exemple que l'on prétend avoir résolu le « probleme » de I'« ensemble de tous les

ensembles » concerné par les paradoxes de Cantor, de Russell, de Burali-Forti, etc. D’abord il faut dire que
'« ensemble de tous les ensembles  » est justement une simple autre maniére de parler de I'« Ensemble de
toutes les choses », autrement dit 'Univers TOTAL . Il n'est pas un « probléme », mais le vrai probleme
vient justement de la maniére actuelle de faire la Négation, qui est absolue au lieu d’étre relative , et aussi (ce
qui revient au méme) d’'une mauvaise conception de l'égalité . C'est donc la logique de Négation avec
laquelle on fonctionne qui est le Probleme et non pas I'« Ensemble de tous les ensembles », I'Univers
TOTAL donc (on aura I'occasion de comprendre tout cela dans la partie C).

On disait donc que I'« ensemble de tous les ensembles » ne pouvait pas exister et par conséquent il fallait
parler de « collection de tous les ensembles  » ou de « classe de tous les ensembles ». Mais pour moi,
« ensemble », « collection », « classe », etc., c’est fondamentalement la méme notion (comme vous aussi,
j'en suis s0r, vous le percevez intuitivement). Si donc la solution consiste a remplacer une notion par une
notion synonyme, ce n’'est pas vraiment une solution, quelque chose est faux quelque part. C’'est comme le
fait de dire qu'il y a un probléme avec la notion de « porc de tous les porcs », et que la solution est de parler
de « cochon de tous les porcs  »... Sans parler du fait les mots « porc » et « cochon » sont tout simplement
synonymes (comme « ensemble » et « collection » ou comme « ensemble » et « classe »), deux maniéres
différentes de parler de la méme choses, cette « solution » consiste seulement a balayer le probléme chez les
porcs et a le jeter chez les cochons ...Car le probleme qu’on dit avoir résolu a propos du « porc de tous les

porcs » se cache maintenant sous une nouvelle identité, une nouvelle version : le probléeme du « cochon de
tous les cochons ». Tres évident, non ?

En clair, on n’a rien résolu fondamentalement avec la question de I'« ensemble de tous les ensembles » en
disant « collection de tous les ensembles  » (ou « classe de tous les ensembles ») , tant qu’on ne trouve
pas un moyen d’éviter que la notion de « collection de toutes les collections  » (ou « classe de toutes les
classes ») pose aussi le méme probléme. Le probléeme ne doit plus se poser, quel que soit le mot qu’on
utilise pour exprimer la notion fondamentale d’ensemble . C’est simple...

3



On baignait donc dans l'illusion d’avoir résolu les paradoxes, alors qu’en fait on les a simplement enfouis plus
profondément sous terre. Les monstres et les démons que sont les paradoxes (c’est bien cela le mot, les
démons) opérent désormais en toute tranquillité dans les abysses et les fondements des sciences ou ils
falsifient toutes les sciences sans étre vus et pris, puisqu’on ne les voit plus en surface et donc on les croit
disparus.

Pendant qu’on est en train de crier victoire en théorie des ensembles avec les « solutions » comme la théorie
axiomatique de Zermelo-Fraenkel (ZF), moi je ne participais pas aux festivités, je ne sablais pas le
champagne et ne me goinfrais pas avec les toasts, mais je restais dubitatif et trés perplexe devant les
collections et les classes . Je constate que quand on ne les titille pas avec des axiomes du genre de ceux
des ensembles , donc quand on les laisse avec une structure trés basique et rudimentaire (on demande par
exemple simplement de pouvoir faire des réunions et des intersections des collections (ou les classes ) avec
les connecteurs OU et ET mais pas d'opérations fortes comme celles que permettent le schéma de
remplacement par exemple), ¢a va. Mais dés que l'on veut pousser un peu plus loin la théorie des
collections ou la théorie des classes (comme avec la théorie des ensembles ), les probléemes
recommencent exactement comme avec les ensembles , les mémes monstres et les mémes démons (les
paradoxes donc) pointent de nouveau leurs vilains nez...

C’est pour résoudre véritablement les problemes (et non plus se livrer aux artifices dont nous avons parlé) que
la Théorie des Univers naquit dans les années 1990. Elle s’appelait a ses débuts la « Théorie des univers
ensemblistes », puis elle prit le nom de « Théorie des Univers » a partir de 1997-98. Son but, a l'origine,
était d’étre une théorie axiomatique infiniment plus forte que celle de Zermelo-Fraenkel (ZF) et aussi que la
Théorie des classes de Von Neumann, dapporter de vraies solutions aux paradoxes de la théorie des
ensembles et aux problemes des fondements des mathématiques. En observant attentivement la structure
des ensembles et en constatant que les collections (ou les classes ) demandent trés fortement d’étre a un
ordre supérieur ce que les ensembles sont a un ordre inférieur, il m’est apparu trés clair qu'on n’'a pas
compris les secrets de cette structure, donc on ne sait pas vraiment ce que sont les ensembles . C’est cette
structure méconnue des ensembles que jai commencé a appeler les «univers ensemblistes » puis
simplement « univers ». C'est plus tard que le nom exact de cette structure trés profonde et fondamentale
des ensembles se révélera : la structure FRACTALE .

L’Univers TOTAL |
est ’Ensemble,

et I’Univers TOTAL
‘est ’Elément

=

|de ’Univers TOTAL
|illustrée par la Fractale de Sierpinski

La structure FRACTALE
la structure et la logique que réclamaient les ensembles
pour résoudre vraiment les paradoxes des fondements.
Autrement dit, c’est parce qu’on n’étudiait pas les ensembles avec cette logique
gu'il se produisait des paradoxes de toutes sortes.
Plus précisément encore, les grands ensembles de I'envergure de U
('Univers des ensembles )
possedent des propriétés spéciales
que la logique classique est trés peu appropriée pour décrire,
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et qui sont simplement des propriétés FRACTALES .
C’est 'incompréhension de ces propriétés dans le cadre étroit de la logique qui sert a les étudier
qui a fait dire qu’on était en présence de « paradoxes » alors que ce n’en était pas.
Par exemple, on voit ici qu'il est vrai de dire que U est a la fois en lui-méme et hors de lui-méme.
Autrement dit,ona: UOU et UOU.
Ceci parait contradictoire, alors que c’est simplement la propriété d'une structure FRACTALE
en effet, le U vert est hors du U bleu, puisqu'il est d’'un ordre supérieur.
Mais par équivalence
(la notion d’Egalité doit étre maintenant 'Equivalence et non plus l'actuelle restreinte Identité )
le U vert est aussi a l'intérieur du U bleu, sous forme des U oranges par exemple.
Rien que ceci suffit pour résoudre enfin et vraiment
tous les paradoxes de type Russell (comme aussi le paradoxe de Burali-Forti),
les paradoxes qui conduisent a une situation de laforme : AOA = AOA,
et plus généralement les situations de laforme : ARA « A non-R A,
ou A est un objet quelconque et R est une relation binaire quelconque.

La notion d'univers est trés simple : elle part du constat que la « collection des ensembles » ou la « classe
des ensembles » (la maniére déguisée de dire la notion « taboue » d'« ensemble de tous les ensembles  »)
est tout simplement I'Univers des ensembles , noté U dans la Théorie des Univers , mais maintenant U avec
la Théorie universelle des ensembles  (ou Science de I'Univers TOTAL ). Pour donner aux ensembles et
aux collections (ou classes) la structure FRACTALE qu'ils réclament a cors et a cris mais que I'on ne leur
donnait pas (d’'ou les paradoxes), 'idée avec les « univers » est de créer au sein méme du grand Univers U
('ancétre donc de ce qui est appelé maintenant I'Univers TOTAL , 'Ensemble de toutes les choses ) des
ensembles spéciaux U qui sont des petits modeéles de U, c’est-a-dire qui reproduisent a leur échelle ce que U
est a la plus grande échelle. En d’autres termes, ils doivent étre des « univers d’ensembles » (d’ou leur nom
a l'origine d'« univers ensemblistes » ), des ensembles qui, quand on se place en leur sein, tout se passe
exactement comme dans U, ils sont de nouvelles versions de U au sein de U lui-méme. Ce que je viens de
décrire signifie simplement que je munis U d’une structure FRACTALE ...

| Structure
! Fractale




Romanesco Cabbage Fractal Structure

« Romanesco Cabbage Generescence »

Le chou de Romanesco : une structure fractale de la nature,
qui raconte silencieusement la maniére dont I'Univers est structuré.
On voit que le chou, le grand modele, 'Oméga, a en lui-méme
une infinité de petits modeéles de toutes les tailles,
jusqu’au tout petit modéle qui bourgeonne, I'Alpha. .
Si petit mais pourtant a son échelle il est la méme chose que le grand a son échelle.
Une structure FRACTALE montre que 'Ensemble Vide (Alpha) est aussi 'Ensemble Plein (Oméga).
L'idée que 'Ensemble Vide puisse pourtant avoir des éléments semble fausse et contradictoire.
Or il s’agit simplement d’'une propriété d’'une structure fractale.
Une fois encore la logique classique est inadéquate pour traiter la logique FRACTALE .
Et si I'on étudie les ensembles en les déconnectant de I'Univers
et de la réalité que sont les ensembles physiques ( les choses de I'Univers ),
si donc 'on étudie les ensembles dans la pure abstraction comme les matheux purs et durs
(et pas un matheux qui est aussi un physicien comme moi...),
alors la théorie des ensembles est obligatoirement fausse quelque part,
car tous les objets de I'Univers
(et les objets mathématiques sont aussi des objets de I'Univers voyons !)
sont des ensembles .

La démarche de la Théorie des Univers est de partir des axiomes standard de la théorie axiomatique des
ensembles de Zermelo-Fraenkel (ZF) et de lui ajouter un axiome spécial appelé I'’Axiome des univers (ou
plutdét de remplacer I'axiome de l'infini par cet axiome plus fort), qui a donc pour effet que I'Univers des
ensembles , U, acquiert une structure FRACTALE . Une fois posés les axiomes standard, la définition d'un
univers ne requiert que cing propriétés de base pour étre a son tour une version de U dans lui-méme. En
effet, étant un ensemble , il hérite déja de certaines propriétés précieuses de U, ce qui rend inutile d'imposer a
un univers (dans sa définition) de posséder ces propriétés.

Et 'Axiome des univers consiste ensuite a dire simplement ceci: « Tout ensemble appartient a un
univers ».

Et une premiére conséquence immédiate de cet axiome est évidente : étant donné un univers U, il appartient
a un univers V (qui est donc un sur-univers , un univers d’ordre supérieur), qui appartient lu-méme a un
univers W, etc., trés exactement comme on le voit avec une structure FRACTALE . Il se construit ainsi une
hiérarchie des univers , tous imitant leur grand modéle U. L'ensemble vide , O, est un univers trivial , le
plus petit des univers , que je n'ai pas nommé a I'’époque I'Alpha, mais qui est ainsi nommé quand la
Théorie des Univers a évolué pour devenir la Théorie universelle des ensembles , la Science de I'Univers

TOTAL donc. Et I'Univers des ensembles , U, apparait comme le plus grand des univers , a l'autre

extrémité de la formidable hiérarchie des univers . L’appellation naturelle qui s'impose pour désigner U est
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donc 'Oméga. La structure FRACTALE de U et des univers, telle que peut lillustrer n'importe quelle
fractale (comme la fractale de Sierpinski ou le chou de Romanesco ), était formée.

Avant 2003 ('année ou la Théorie des Univers s’est mise a se transformer en Théorie universelle des
ensembles ), les fractales étaient juste une curiosité géométrique que je connaissais des années auparavant,
mais qui (je le croyais) restait uniquement une affaire de certaines figures géométriques spéciales. Jignorais
alors toute I'importance et la fécondité des fractales pour comprendre non seulement les ensembles et leurs
propriétés les plus fondamentales (que I'on avait mal comprises et que I'on a pris pour des paradoxes, en ce
qui concerne les grands ensembles), mais tout simplement pour comprendre I'Univers, oui I'Univers
physique ! Sitant est qu'il est un univers qui ne soit pas physique .

C’est I'un des enseignements les plus inattendus et les plus étonnants des univers . Le physicien que je suis
fondamentalement était parti de recherches en physique et de problemes de relativité et de mécanique
guantique, pour me retrouver de fil en aiguille empétré jusqu’au cou dans les problemes des fondements des
mathématiques et de la logique, des casse-tétes mathématiques qu'il fallait résoudre, qui m’'ont occupé
pendant de longues années, qui m'ont trés grandement éloigné de la physique (a part mon métier
d’enseignant en lycée ou j'enseignais les mathématiques, la physique et la chimie, ce qui faisait que javais
encore un pied en physique...) pour devenir presque un pur matheux, beaucoup plus mathématicien que
physicien, un spécialiste de la théorie des ensembles.

Et voila maintenant que contre toute attente, les univers me renvoient brutalement a ma casquette de
physicien. Car il se trouve que les univers ensemblistes et les univers physiques deviennent une seule et
méme chose. Et du coup ce sont les frontieres traditionnelles entre les mathématiques et la physique qui se
gomment aussi, comme d’autres frontieres aussi, entre les sciences et des domaines que I'on disait naguere
n'avoir rien a faire en science, comme par exemple... la question de Dieu . Car la ou les paradoxes des
sciences sont enfin résolus et qu'apparaissent des choses comme ['‘Alpha et 'Oméga dont jai parlé
(Apocalypse 22 : 13, la Bible), la aussi il se passe beaucoup de choses surprenantes, tous les secrets jusque
la cachés de I'Univers se dévoilent, 'ombre de Dieu apparait en sciences, et quoi qu’on fasse pour I'éviter,
cette ombre divine devient incontournable... C'était donc Dieu qui se cachait derriere les problemes des
fondements des sciences ! Ou plus c’était le Diable les problemes et les paradoxes (et le nom scientifique du
Diable est la Négation de I'Univers TOTAL ou simplement la Négation , comme on va le comprendre), et
Dieu (I'Univers TOTAL , I'Univers FRACTAL , I'Alpha et 'Oméga) est la Solution au Probléme...

Mais le chemin était encore long pour réaliser pleinement les conséquences de la Théorie des Univers
jusque dans des domaines insoupgonnés (comme par exemple la question de Dieu et du Diable). Bien avant
cela, les surprises avec les univers se produisaient en mathématiques tout simplement. Ayant suivi mes
intuitions pour résoudre les probléemes des fondements et poser cela la notion d'univers et I'’Axiome des
univers , des choses aussi agréables qu’étonnantes se sont mises a se produire dans la théorie.

D’abord la premiére conséquence (qui, elle, n’était pas une surprise puisque la théorie était faite dans ce but)
est qu’'un univers U donné devient un « ensemble de tous les ensembles » en bonne et due forme (cela le
deviendra quand l'ultime probleme, la Négation , sera résolu, j'en reparlerai plus loin). Pour un univers U et un
ensemble E donnés, 'ensemble E n’est pas forcément un élément de l'univers U; s’il ne I'est pas, cela veut
dire simplement qu’il est un ensemble d’un ordre supérieur a l'univers U, il est un élément d’'un univers V qui
est donc un sur-univers de U. L'ensemble E et I'univers V sont ce qu’on appelait des « collections » ou des
« classes » dans les pseudo-solutions aux paradoxes de la théorie des ensembles. Maintenant donc la
guestion des « ensembles » et des « collections » (ou des « classes »), oui la question des « porcs » et
des « cochons », est parfaitement réglée avec les univers ! Bien que E et V n'appartiennent pas a U (et ce
n’est pas un probléme car tout le monde n’est pas obligé d’appartenir a un ensemble donné, par exemple tout
le monde ou tous les étres ne sont pas obligés d’habiter en France ou sur Terre...), tous sont des ensembles ,
tout simplement, et c’est la le point le plus important. Oui, tous sont des ensembles ! On utilise désormais un
seul mot clef pour la notion d’ensemble , a savoir le mot ensemble . Que I'on parle de classe, de collection ,
d’'univers , de sur-univers , d’hyper-univers , etc., c’est toujours des ensembles !

Et dire que les univers U et V résolvent a leur niveau la question de I'« ensemble de tous les ensembles  »,
c’est dire aussi que ce probléeme est pratiquement résolu au niveau de I'Univers des ensembles U. Comme il
s’agit d'un probleme d’hiérarchie et de structure FRACTALE , pour faire de U un « ensemble de tous les

ensembles » en bonne et due forme sans faire des jeux de mots du genre « porc » et « cochon », c’'est-a-
dire les artifices avec les mots « ensemble » et « collection » (ou « classe »), il suffit simplement de plonger
U dans un univers d’ensembles U plus grand vérifiant exactement les mémes axiomes que U (dont
'Axiome des univers donc), et voila donc U qui devient un trés normal univers U, donc a son tour un

7



« ensemble de tous les ensembles » en bonne et due forme. Cette opération est simplement comme, avec
une fractale de Sierpinski (ou n'importe quelle structure fractale ), le fait de construire la méme fractale
mais d'ordre supérieur, de laquelle elle est une sous-fractale . Cette structure magnifique et puissante fait que
ce que l'on dit d'une fractale donnée est vrai d'office pour toute version supérieure, ce qui rend inutile de
construire effectivement cette version supérieure, puisqu’on refait a chaque fois la méme chose, on répéte a
chaque fois tout simplement la méme structure fractale . Avouons qu’une structure ou une logique des
ensembles qui a pour conséquence de dire que « porc » et « cochon » sont finalement la méme chose est
bien plus satisfaisante, plus conforme a la nature et a lintuition qu’'une logique ou une méthodologie qui
conduit a faire des distinguos entre « porc » et « cochon », oui entre « ensemble » et « collection » (ou
« classe »)!

Mais I'une des propriétés les plus fascinantes des univers , qui m'a frappé assez vite et m'a fait m'interroger a
leur sujet et a tracer la voie a suivre pour aboutir a la Théorie universelle des ensembles , est que la
hiérarchie des univers et leurs propriétés générales sont tout simplement les mémes que celles des
ordinaux ! Dans ZF (la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel) 'ensemble vide est le premier et plus
petit ordinal , et il est aussi le plus petit univers dans la Théorie des Univers . Mais le dernier ordinal (le
plus grand ordinal ) ne peut exister dans ZF pour cause de paradoxe de Burali-Forti. Par contre, dans la
Théorie des Univers , I'Univers des ensembles (U) apparait non seulement comme le dernier univers (le
plus grand univers ), mais aussi comme lI'ensemble plein , qui ne peut exister lui aussi dans ZF pour les
mémes raisons. Face a ce constant frappant, il est tres difficile de ne pas voir I'Univers des ensembles (U)
comme étant pratiquement le dernier ordinal cherché ! Mais quand on le considére comme tel, on a toujours
le paradoxe de Burali-Forti: U0 U = UOUW

Cela ne pose en fait aucun probléeme ; en ayant en téte la structure FRACTALE et ses propriétés, on
comprend maintenant que ce paradoxe et tous les autres étaient de pseudo-paradoxes. Mais n'oublions pas
gu'a I'époque je n'avais pas pleinement conscience de cette puissante structure FRACTALE (je construisais
juste une hiérarchie des univers avec I'Axiome des univers ), et aussi que je fonctionnais dans le
paradigme de la Négation (ce qui implique une notion d'égalité qui est l'actuelle Identité et non pas la
surpuissante Equivalence , synonyme d’Alternation et de structure FRACTALE ).

Quand l'ultime responsable de tous les paradoxes (a savoir la Négation , celle cachée dans par exemple « O»
pour dire « n'appartient pas ») sera enfin démasqué et le Probleme qu'il est résolu, il apparaitra non
seulement que U est le dernier ordinal (noté alors Q et w), mais aussi (oh surprise!) que les ordinaux et les
univers sont une seule et méme chose (on comprendra mieux tout cela dans la partie C)! Et plus fort encore,
il apparaitra que... tout ensemble est un ordinal ! Il est impossible pour un théoricien des ensembles
fonctionnant avec la Négation (ou I'ldentité ) de comprendre comment, puisqu’on peut construire facilement
des ensembles qui ne sont pas des ordinaux , pense-t-on.

Par exemple, dans les paradigmes classiques, étant entendu que 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... sont des ordinaux (en
'occurrence ici des entiers naturels), 'ensemble a deux éléments {0, 1} est un ordinal , et précisément
lordinal 2. Mais I'ensemble lui aussi a deux éléments {1, 4} n’est pas un original si I'on raisonne avec
I'ldentité ou la Négation , puisqu’un ordinal doit avoir comme éléments tous les ordinaux inférieurs. Or ici les
ordinaux 0, 2 et 3 manquent dans ce ensemble pour gu'il soit I'ordinal 5. Mais on voit bien que {1, 4} a lui
aussi deux éléments. Bien entendu (au sens de I'ldentité ), il n’est pas identique a l'ordinal 2, a savoir {0, 1}.
Mais on ne lui demande pas d'étre identique mais d'étre équivalent! Quand on raisonne donc avec
I'Equivalence (et non plus avec la restreinte Identité ), 'ensemble {1, 4}, qui a deux éléments, est tout
simplement autre maniéere de dire 2, il est équivalent a l'ordinal {0, 1} ou 2, il est l'ordinal 2 au sens de
I'Equivalence . C’est ainsi qu’en fait, TOUT ensemble est un ordina !

Plus besoin d’axiome du choix entre autres, car I'Axiome des univers (qui exprime la structure
FRACTALE , la nature méme des ensembles) regle une bonne fois pour toute cette question tres épineuse
relative aux ordinaux. Cette question, en son temps, a beaucoup divisé la communauté des mathématiciens
(on avait les mathématiciens favorables a cet axiome, d’autres contre, et d’autres qui ne savaient méme pas
gue ce probleme existait...) avant de s’apaiser.

L’Equivalence (que I'on comprendra mieux par la suite et plus encore dans la partie C) n’exclut pas du tout le
fait que les ensembles {0, 1} et {1, 4} ne sont pas identiques . Avec I'Equivalence on ne perd donc rien de ce
que I'on peut faire avec I'ldentité (celle-ci n’est d'ailleurs qu’'un cas particulier d’Equivalence ) et des vérités
scientifiques auxquelles elle conduit. Mais 'Equivalence met encore plus puissamment en évidence les liens
entre les ensembles et les objets mathématiques, leur similitude , leur logique commune etc., bref tout ce
qui rend équivalents deux ensembles, deux choses, ce que ne fait pas I'ldentité. C'est ainsi que
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'Equivalence nous dit d'emblée que {0, 1} et {1, 4} sont deux manieres différentes de dire 2, ce qui rend
inutile d’avoir a se casser encore la téte pour le dire avec des notions comme l'équipotence de deux
ensembles (c’est-a-dire le fait pour deux ensembles d’avoir le méme cardinal, le méme nombre d’éléments).
En effet, I'équipotence est elle-méme tout simplement un cas particulier de relation d’équivalence .

Avec la Théorie des univers nous entrons doucement tout simplement au royaume de I'Equivalence , de la
structure FRACTALE , de I'Alternation mais aussi du Cycle (comme on le verra plus loin et dans la partie
C). Nous entrons (mine de rien) dans un tout autre paradigme (celui de I'Univers TOTAL ), nous abandonnons
lentement mais slrement la maintenant vieille méthodologie de I'Axiomatique pour adopter la nouvelle
méthodologie de la Théorématique .

Avec I'Equivalence donc, TOUT ensemble est un ordina I' Et I'Univers des ensembles (U), qui est le
dernier univers et le dernier ensemble (I'ensemble plein si manquant a la théorie axiomatique des
ensembles de Zermelo Fraenkel ou ZF), est tout simplement aussi le dernier ordinal . Cela met a la poubelle
le soi-disant « paradoxe » de Burali-Forti, et la théorie des ensembles a désormais une structure et une
cohérence parfaites: I'ensemble vide est le premier univers et le premier ordinal d'un c6té (I'Alpha) et a
l'autre bout I'ensemble plein est le dernier univers et le dernier ordinal ('Oméga). Reconnaissons qu'une
théorie des ensembles avec I'ensemble vide sans I'ensemble plein n'était pas du tout logique! Cette
situation montrait que quelque chose ne tournait pas rond quelque part, qu'’il ne fallait pas faire la féte aprés la
théorie axiomatique des ensembles de Zermelo Fraenkel (ZF) et d’autres réputées pour avoir « résolu » les
paradoxes. Si féte des mathématiques il doit y avoir, c’est avec la Théorie des univers qu’elle commence...
Et avec la Théorie universelle des ensembles  (la Science de I'Univers TOTAL ) cela doit étre non pas le
« bouquet final » mais mieux: le Banquet final !

La compréhension des ensembles et de leur nature profonde est de plus en plus étonnante avec les univers
et leur structure fractale . La notion d'univers est donc éminemment révélatrice de la nature réelle de ces
choses que nous appelons les ensembles . Les notions naguéere déchiquetées par les mauvais paradigmes
scientifiques (par la Négation plus précisément) s'unifient les unes aprées les autres, non seulement dans la
théorie des ensembles, mais dans toutes les mathématiques ; et au-dela des mathématiques, la physique et
toutes les autres sciences ; et au-dela des sciences traditionnelles des domaines autrefois écartés du champ
des sciences. Car la question de I'Univers TOTAL c'est la question de I'Etre TOTAL, de I'Etre Supréme .
Tout simplement, on part ainsi a la découverte de la Réalité TOTALE (car I'Univers TOTAL est la Réalité
TOTALE, I'Ensemble de toutes les choses , I'Ensemble de tous les ensembles , [I'Univers de tous les
univers ). C'est I'Univers dans lequel toute chose existe (puisque c’est 'lEnsemble de toutes les choses ),
celui dans lequel prend fin toute négation dexistence , celle dans lequel la Négation prend fin tout
simplement, au profit de I'Alternation (on le comprendra a partir de maintenant en suivant I'évolution de la
Théorie des univers , dont le mot clef est le mot « ensemble », vers la Théorie universelle des ensembles
dont le mot clef est plus marge encore, le mot « chose »).

Je découvre ébahi que la question de la séparation entre « porcs » et « cochons » était infiniment plus
étendue que je ne pouvais le penser, qu'une méme chose en vient a porter une infinité de noms différents
(dans différents domaines et méme dans le méme domaine comme les mathématiques ou la physique) qui
font penser qu’on a une infinité de notions différentes, alors qu’en réalité on ne parle fondamentalement que
de la méme chose. L'Univers des ensembles , 'Ensemble de tous les ensembles , est donc ce que
j'appelle aujourd’hui I'Univers TOTAL , 'Ensemble de toutes les choses . Celui-ci est comme un Organisme,
un Corps massacré a la tronconneuse par la Négation et les mauvais paradigmes. Les morceaux du Cadavre
saucissonné portent une infinité de noms différents. Tels morceaux s’appellent les « ensembles », tels autres
s’appellent les « collections », tels autres les « ordinaux », tels autres les « cardinaux », etc.. Et moi aussi
je tentais d'introduire de nouveaux types de morceaux appelés les « univers », et la oh miracle ! voila, avec
cette notion magique (celle que les ensembles réclamaient, la nature et la structure de toutes les choses ),
les morceaux du Cadavre qui se mettent a se rassembler de partout, a s'unifier, & converger vers une seule
et méme notion, a devenir la méme chose . Le grand Puzzle se met a se rassembler et les contours du Corps
qui ressuscite apparaissent de méme que son nom et sa définition: 'Univers TOTAL , 'Ensemble de toutes
les choses !

C’était donc lui le fameux « ensemble de tous les ensembles » que I'on disait impossible pour cause de
« paradoxes », c’'est lui le dernier ordinal que I'on disait qu'il ne pouvait exister, a cause du carton rouge que
sortait le « paradoxe » de Burali-Forti.

Une étape trés importante dans I'évolution de la Théorie des Univers est la compréhension que I'Univers des
ensembles , U, et I'Univers physique , que je note aujourd’hui simplement U, sont une seulement et méme



chose . A partir de ce moment, '’Axiome des univers (« Tout ensemble appartient a un univers ») se
transforma en un axiome encore plus fondamental que jai nommé I'Axiome de la Physique , et qui est le
simple énoncé suivant : « Toute chose est un ensemble  ».

Cet Axiome fut nommé aussi 'Axiome universel des ensembles , l'axiome fondateur de la Théorie
universelle des ensembles . La grande nouveauté, qu’'exprime l'adjectif « universel », est l'introduction du
trés important mot clef de la théorie, a savoir le mot universel CHOSE. En effet, avec ce mot, on s’échappe du
cadre tres étroit des mathématiques actuelles pour traiter désormais de toutes les choses dans le langage
des ensembles.

A la lumiére des enseignements de la Théorie des Univers, j'ai compris une simple chose: pour faire toutes les
mathématiques et les sciences, on n'avait besoin que de cet Axiome universel des ensembles , de ce simple
énoncé donc: « Toute chose est un ensemble »! Je I'appelle un « Axiome », mais en fait ce n’est plus un
axiome mais une simple définition. En effet, le mot « chose » permet enfin de définir la notion d’ensemble , ce
gue I'on ne faisait pas dans les théories classiques. En effet, on ne définissait pas la notion d’ensemble (alors
gu’en fait elle était parfaitement définissable a partir du mot plus fondamental chose, et de plus d’'une maniére
trés simple, naturelle, universelle ), mais on posait cette notion comme notion premiére et on posait les
axiomes la concernant.

Avec le mot « chose », voici maintenant la simple définition de la notion d'«ensemble » et d'« élément »:
« Un ensemble est une chose constituée d’'autres chose s appelées ses éléments  ».

Avouons que c’est la notion d’ensemble telle que nous la concevons trés simplement et tres naturellement
c’est la notion la plus intuitive d’ensemble, la notion universelle . Toute chose que nous connaissons (et
méme que nous ne connaissons pas !) obéit a cette définition. Elle est indépendante de notre expérience et
de nos subjectivités, elle est tout simplement universelle !

De cette notion universelle d’ensemble découle trés simplement la définition de I'Univers TOTAL , qui est
par définition la « chose constituée par toutes les choses  », donc 'Ensemble de toutes les choses

Et & défaut de connaitre les choses plus élémentaires qui constituent une chose A donnée, cette chose A
est constituée d’elle-méme, chaque chose est son propre principal constituant, donc elle est un ensemble au
sens le plus universel du terme. Et voila donc I'Axiome de la Physique ou Axiome universel des
ensembles qui devient un simple théoreme dans cette nouvelle théorie des ensembles.
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La Réalité vue a toutes les échelles.
« Un ensemble est une chose faite d’'autres choses appelées ses éléments ».
La notion d’'ensemble quand elle n'est pas une pure abstraction axiomatique
(comme je I'ai fait avec la Théorie des Univers
mais ce dont je me suis repenti avec la Théorie universelle des ensembles ...),
la notion d’ensemble quand donc elle n’est pas déconnectée de toute réalité physique,
mais quand elle est naturelle , universelle, comme je viens de la définir.
Le langage des ensembles est le langage méme de I'Univers ,
c’est le langage qui s'impose aux mathématiques, a la physique, a toute la science !
L'Axiome de la Physique ou Axiome universel des ensembles
« Toute chose est un ensemble »!
Un Théoreme de I'Univers , une Loi simple de la Nature qui saute aux yeux:
moi qui vous parle, je suis un ensemble , fait d'une téte, de bras, de pieds, etc.,
et vous aussi, vous étes un ensemble , constitué de différents éléments ,
tout ce qui nous entoure est un ensemble de la méme maniére.
Toute chose est un ensemble
de I'Infiniment petit (échelle Alpha) a I'infiniment grand.(échelle Oméga).
Une molécule est un ensemble fait d'atomes, eux-mémes des ensembles faits de particules ,
elles-mémes faites encore d'autres choses plus élémentaires .
Et a I'échelle la plus fondamentale tout est numérique , tout est ce qu’on appelle un ordinal ,
c’est une trés grande vérité de I'Univers qu’'a commencé a révéler la Théorie de I'Univers
et que révele encore plus maintenant la Théorie universelle des ensembles
la Physique de toutes les choses , la Science de I'Univers TOTAL
Un nombre ou un ordinal est un ensemble , que I'on peut définir mathématiquement
comme étant 'ensemble de tous les nombres plus petits que lui donc lui-méme exclu
(définition non-cyclique des ordinaux , qui est la conception actuelle de la notion d’ordinal ),
ou comme I'ensemble de tous les nombres jusqu’a lui-méme inclus
(la nouvelle conception cyclique des ordinaux ).
Mais les nombres eux non plus ne sont plus ces choses mathématiques abstraites
des objets purement « mentaux » déconnectés de I'Univers et dépourvus de toute réalité physique !
Les nombres ne sont pas de simples objets du langage qui servent a décrire I'Univers et les choses
mais les nombres sont toutes les choses de I'Univers , jusqu’a I'Univers lui-méme.
Les nombres sont des objets physiques qu'il faut découvrir maintenant :
les générescences ou les informations unaires
elles sont le point de rencontre entre les mathématiques , la physique et l'informatique ,
I& ou les trois sciences deviennent une seule science,
I& ou toutes les sciences deviennent la méme science :
la Théorie universelle des ensembles  ou Science de I'Univers TOTAL
La Théorie des Univers , quand elle est devenue la Théorie universelle des ensembles
a livré une vérité extraordinaire sur I'Univers TOTAL :
toute chose et absolument toute chose est constituée d’'UN seul constituant élémentaire , noté ici U,
appelé I'Alpha, et qui est aussi I'Univers TOTAL , 'Oméga !
TOUT est créé par simple itération ou répétition du constituant U, I'Alpha :
U, Uu, UUU, UUUU, UUUUU, UUUUUU, UUUUUUU, ... .
Ce que je viens d’écrire est le début de la liste de TOUTES les choses ,
la liste de TOUS les éléments de I'Univers TOTAL !
Du fait de leur formation, on voit que ces choses physiques
sont aussi les nombres ou les ordinaux écrits dans un systéme de numération unaire ,
c’est-a-dire les nombres écrits avec un seul chiffre, qui signifie alors 0,
a la différence d'une numération binaire écrite avec deux chiffres, le O et le 1.

Dans ce cas, c'est de l'information binaire et l'informatique associée est binaire .
Mais a I'Univers TOTAL I'Ensemble de toutes les choses est Unique de par sa définition,
il est I'lnformation unique qui constitue toutes les choses,
tout est information pure , en I'occurrence de l'information unaire
constituée avec une seule information élémentaire, notée ici U mais dont le sens est O !
Autrement dit, les générescences ou les informations unaires  sont :

0, 00, 000, 0000, 00000, 000000, 0000000, ..., ou 0,1,2,3,4,5, ...

La structure de base des unités d’'informations est la structure simplexe :
point, segment, triangle équilatéral, tétraédre rég  ulier, pentatope régulier, etc.
et cela devient trés vite complexe, jusqu’a donner les premiers objets quantiques :
les particules comme les photons, les neutrinos, les quarks,

les électrons, les protons, les neutrons , etc.
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Puis on arrive a notre échelle : les cellules, les organes, les étres comme nous |, etc.
Et cela continue jusqu’a I'Univers TOTAL en dernier, en passant par les univers comme le nétre.
C’est ainsi que se construisent toutes les choses, tous les univers
a partir du plus petit univers , 'lEnsemble vide , I'’Alpha ou O ou 0 ou U,
qui n'est en fait rien d’autre que le grand Univers , lEnsemble Plein , 'Oméga ou Q ou wou U.

Qui dit Ensemble de toutes les choses dit donc désormais aussi Ensemble de tous les ensembles ,
puisque toute chose est un ensemble . Par conséquent, plus que jamais il fallait résoudre le « paradoxe »
que cet Ensemble causerait selon les paradigmes actuels. L'Univers TOTAL était donc 'Ensemble que les
mathématiques actuelles excluaient de leur sein.

Il est devenu évident, surtout a la lumiére de la Théorie des Univers et de ses précieux enseignements sur la
structure des ensembles, que 'Ensemble de toutes les choses ou Ensemble de tous les ensembles  avait
toute sa place en théorie des ensembles ! Sans cet Ensemble par excellence, la notion d’ensemble perdait
méme son sens ! Et aussi, comment peut on faire des sciences qui affirment une chose qui revient a dire que
'Univers n'existe pas ou ne peut pas exister , car son existence cause des paradoxes ! C'est ce que veut
dire I'idée selon laquelle 'Ensemble de tous les ensembles ne peut pas exister ! Ce qui est certain, c’est
que quelque chose est faux quelque part  dans ces sciences, et il fallait trouver la fausseté. Comme déja dit
aussi, il était de plus en plus clair que 'Ensemble Vide sans 'Ensemble Plein était une absurdité, d’autant
que la Théorie des Univers a montré que I'Ensemble Vide est le premier univers et que 'Ensemble Plein
était le dernier univers . Il s'imposait a un tel point que ceci aussi est devenu évident : il fallait chercher
ailleurs la cause des paradoxes imputés a cet Ensemble et a d’autres, comme aussi 'lEnsemble de tous les
ordinaux , le dernier ordinal qu'interdisait le paradoxe de Burali-Forti.

Dés que j'ai commencé a développer la théorie basée sur I’Axiome de la Physique (I'axiome qui en fait n’en
est pas un comme je viens de I'expliquer) et a voir les extraordinaires conséquences de cet énoncé, jai
compris aussi le Probleme de toutes les sciences, et au-dela, de ce monde tout entier : la Négation ! C'est
donc la Négation (I'apparemment tres normal connecteur NON que j'ai abondamment utilisé dans la Théorie
des Univers) qui était la cause de tous les paradoxes des mathématiques et des sciences.

Cette Négation telle gu'on raisonne avec elle dans les sciences de ce monde, était trop forte, elle était une
Négation Absolue alors qu'elle devait étre tres relative . Pour comprendre la question dans toute son
étendue, cela veut dire que quand on dit que quelque chose n’existe pas ou est impossible , il faut limiter
cette Négation a un contexte donné, il faut dire par exemple que cette chose n’existe pas en France, dans
notre monde ou pas maintenant. Il ne faut pas nier cette chose dans 'absolu, a I'échelle de I'Univers TOTAL.
Car dans I'Univers TOTAL , I'Ensemble de toutes les choses , toute chose existe et le contraire de toute
chose aussi, tout est vrai a I'échelle de I'Univers TOTAL et le contraire de tout aussi. C'est cette vérité
fondamentale des grands ensembles comme I'Univers TOTA Lque la logique actuelle ne supporte pas, qu’elle
prend pour un paradoxe, au lieu de relativiser sa Négation, de changer de connecteur de négation, de
fonctionner avec une logique qui ne nie pas aussi catégoriquement les vérités contraires, car cette logique
interdit de ce fait I'existence de grands ensembles ou plus exactement des ensembles ayant un caractéere de
Totalité , de Complétude , comme justement 'Ensemble de TOUTES les choses, 'Ensemble de TOUS les
ensembles , 'Ensemble de TOUS les ordinaux , I'Ensemble de TOUS les cardinaux , etc.

Ce sont des ensembles de type Univers, car ils se reconnaissent par l'usage dans leur définition du
qguantificateur universel , le mot « TOUT », avec un hom commun lui-méme universel , existentiel , général ,
fondamental , comme justement les mots: chose, existence , possibilité , réalité, vérité, étre, objet,
ELEMENT, nombre , ordinal , cardinal , univers , collection , classe, ENSEMBLE, etc. Attention ! ces notions
fondamentales et existentielles sont trés sensibles a la Négation ! Dés qu'on utilise la Négation avec
elles et que la Négation devient absolue , alors le paradoxe est immédiat! C'est d'ailleurs la meilleure fagon
de montrer que la Négation Absolue est la vraie cause de tous les paradoxes.

Par exemple, considérons le mot chose, la plus fondamentale de ces notions, le hom commun le plus
général. Appliquons-lui la Négation (le connecteur NON donc) et formons donc la notion de non-chose .
Puisque la notion de chose est la nom commun le plus général (c’est-a-dire tout ce dont nous parlons est une
chose), le nouveau nom commun que nous venons de former, non-chose , est donc aussi une chose.
Autrement dit, nous avons la chose qui est une non-chose ! Le paradoxe est alors immédiat si la Négation
dans le mot non-chose est absolue au lieu de d'étre relative . On voit bien que pour avoir le paradoxe on n'a
pas eu besoin d’étre devant un énoncé compliqué faisait intervenir plusieurs notions, comme par exemple les
paradoxes de Russell ou de Burali-Forti. Nous avons ici seulement deux mot en présence : chose et non, et
patatra ! c’est comme la souris (ici le mot chose) et le chat (ici le mot non), et le chat croque immédiatement
la souris , elle trépasse !
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Et c’est trés général : les notions existentielles ou positives ne font pas bon ménage avec la négation . Plus
elles sont générales plus le contact avec la Négation est fatal quand celle-ci est absolue . Par exemple
encore, prenons le mot étre, et pensons-le comme le mot le plus général. Alors avec la Négation , nous nous
retrouvons confronté immédiatement au paradoxe de I'étre qui est un non-étre ou du non-étre qui est un
étre. Si nous faisons le choix du mot objet comme mot le plus général. Alors tout se casse la figure avec le
non, car nous avons un objet qui est un non-objet ou un non-objet qui est un objet.

Avec les mots comme existence , ensemble ou ordinal , etc. le paradoxe n’est pas direct car on ne les pense
pas comme les mots les plus généraux. Mais dans un contexte ou ils opérent avec la Négation , celle-ci finit
par les croquer et on a les paradoxes comme le paradoxe existentiel , qui est cet énoncé avec le
quantificateur existentiel : « |l existe des choses qui n'existent pas ». Et comme cet énoncé est
paradoxal, alors son contraire parfait : « Toute chose existe » exprimé avec le quantificateur universel est
un théoreme que jappelle le Théoréme de I'Existence , que l'on retrouve plus directement avec la simple
définition de I'Univers TOTAL , 'Ensemble de toutes les choses , I'Ensemble dans lequel donc « Toute
chose existe », de par sa définition méme.

Avec le mot existence le paradoxe est moins directe qu'avec le mot chose par exemple, ou le vrai coupable
des paradoxes (la Négation donc) est pris directement en fragrant délit! Mais avec le mot existence , le
paradoxe est plus direct qu'avec le mot ensemble, ou il faut des situations comme cette du paradoxe du
Russell pour exhiber le paradoxe : « L'ensemble A dont les éléments sont les ensembles non-éléments
d’eux-mémes est-il élément de lui-méme ? »

Comme nous le verrons plus loin avec un éclairage nouveau sur le paradoxe de Burali-Forti, 'ensemble A
dont nous parlons ici cache simplement I'ensemble de tous les ordinaux , qui est lui I'objet de cet autre
paradoxe, toujours di a la Négation dans son rapport difficile avec les notions existentielles ou positives .
Les ordinaux sont par excellence les ensembles non-éléments d’eux-mémes, d’ou le paradoxes quand le
mot « non » est absolu.

Ces notions fondamentales et bien d’autres se reconnaissent au fait toutes sont une maniere ou une autre,
directement ou indirectement, de dire ELEMENT comme ceux de la premiere série, ou ENSEMBLE comme
ceux de la seconde série (&crits en italique).

Cela veut dire quand dans notre langage, quel que soit le domaine, nous disons des choses qui reviennent
fondamentalement a dire élément ou ensemble ou les deux en méme temps. Le reste est une simple
question de mots, d’expression ou d’énoncés, nous sommes tout le temps en train de remplacer une de ces
notions fondamentales par une autre qui lui est synonyme aprées analyse profonde. Comme nous I'avons dit
plus haut, toute chose est un ensemble , un ordinal , un nombre , une information , une générescence , etc.,
tout est fondamentalement la méme chose, toutes les notions fondamentales reviennent a dire la méme
chose, que ce soit chose , ensemble , ordinal , nombre ou autre.

Donc, quand nous utilisons le quantificateur universel (le mot « TOUT » qui a lui seul signifie « Univer s »)
avec I'un de ces noms communs qui sont synonymes fondamentalement d'élément ou d’ensemble , nous
sommes quelque part en train de dire « TOUS les éléments » ou « TOUS les ensembles », ce qui est une
maniére ou une autre de définir tout simplement I'Univers. L’Ensemble dont nous parlons est donc
simplement une de linfinité de manieres de définir 'Univers TOTAL , ce qui est justement le cas de
'Ensemble de tous les ensembles ou de I'Ensemble de tous les ordinaux par exemple. Par conséquent,
tous les différents « paradoxes » que I'on croit noter en théorie des ensembles, en physique ou ailleurs sont
le méme probléme, et il concerne la méme entité, a savoir I'Univers TOTAL . Tout ensemble de type Univers
que I'on exclut ou dont on dit qu’il ne peut pas exister pour cause de « paradoxe » revient & exclure ou a nier
le seul et méme Univers TOTAL .

Quand nous disons par exemple : « un ensemble non-élément de lu-méme  » (notion qui intervient dans le
paradoxe de Russell) ou « un habitant du village qui ne se rase pas lui-méme » (notion qui intervient dans
le paradoxe du barbier, une autre formulation du méme paradoxe de Russell), nous sommes simplement en
train de dire « un ordinal », car ce sont les ordinaux qui sont les ensembles par excellence qui ont cette
propriété fondamentale de ne pas étre éléments d’eux-mémes (a O a), parce que la définition d’un ordinal
est d'étre 'ensemble des ordinaux plus petits que lui , donc d’étre I'ordinal qui vient apres eux, d’'ou l'ordre
gu’incarnent les ordinaux et leur nom d'ordinal d’ailleurs.

D’ou ce que I'on croit étre un paradoxe de parler de « dernier ordinal » ce qui signifie qu'il est 'ensemble de
tous les ordinaux y compris lui-méme. Donc il est un élément de lui-méme (a O a) ou plus petit que lui-
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méme (a < a), ce qui revient au méme. Un tel dernier ordinal a donc la particularité de vérifier & la fois « a O
o » et son contraire « a O o », d'ou le fameux paradoxe de Burali-Forti, qui n'est donc qu’une autre forme du
paradoxe de Russell selon lequel il ne peut exister un ensemble dont les éléments sont les ensembles non-
éléments d’eux-mémes . Ce paradoxe est donc simplement en train de dire d’une autre maniére qu'il ne peut
exister un ensemble de tous les ordinaux

Voici comment les ordinaux se définissent a I'échelle la plus fondamentale : 0, 00, 000, 0000, 00000, 000000,
0000000, 00000000, ..., donc des générescences ou informations unaires , qui sont les nombres que nous
notons: 0,1, 2, 3,4,5,6, 7, ....On voit bien que le nombre ou ordinal 0, le premier nombre, est en train de
dire qu’il 'y a pas de nombre avant lui ; et I'ordinal 1, le deuxieme nombre, est en train dire qu'il y a un
nombre avant lui, a savoir le 0 ; et I'ordinal 2 , le troisieme nombre, est en train dire qu'il y a deux nombres
avant lui, a savoir le 0 et le 1, etc. C'est ainsi la simple définition, la logique et le sens des ordinaux c’est ainsi
gu’ils incarnent l'ordre.

Et on note aisément aussi que le 0 est le premier nombre, donc quelque part le 1, ce qui est d’autant plus
évident quand on voit que l'information unaire ou la générescence qu'il est, est codée avec un seul chiffre ,
« 0 ». Il estdonc le 1 par sa forme (nous disons aussi par sa formation ) mais le 0 par son sens (nous disons
aussi par son informe ou par son information ). Et on note que le 1 est le deuxieme nombre, donc quelque
part le 2, ce qui est évident aussi quand on voit que l'information unaire ou la générescence qu'il est, est
codée avec deux chiffres , « 00 ». |l est donc le 2 par sa forme ou sa formation , mais le 1 par son informe
ou son information . Et ainsi de suite pour tous les ordinaux : premier, deuxiéme , troisieme , quatrieme ,
etc. (ce qui est le vrai sens et le sens le plus naturel de la notion d'ordinal ou d'ordre), les formes ou les
formations des nombres, qui sont leurs prédécesseurs par leur informe ou leur information . lls expriment
alors la quantité de tous les ordinaux avant eux (ce qui est le vrai sens de la notion de cardinal , le nombre
en tant que quantité ).

Mais que ce soit les formes ou les informes (les formes ou les sens), les formations (géométrie, physique)
ou les informations (informatique, mathématique), les ordinaux (les dispositions spatiales, géométriques ou
physiques ; les configurations, les structures) ou les cardinaux (les quantités, les mesures), on parle des
mémes générescences (ou formations unaires ), des mémes nombres (ou informations unaires ). C'est la
méme réalité mais vue sous deux angles différents, ce qui est le 0 d’'un point de vue est aussi le 1 d’'un autre
point de vue. Donc si I'on fait une science qui nie I'égalité « 0 = 1 » et qui ne dit que « 0 # 1 », ou encore qui
ne dit que «0 O O» (et plus généralement pour tout ordinala: «a O a») et nie «0 O 0» (et plus
généralement pour tout ordinal a: « a O a »), elle est fausse quelque part, elle nie une réalité profonde de
'Univers , elle nie I'Univers TOTAL tout simplement !

Cycle 0 3 1

1

L'égalité « 0 = 1 » est considérée comme mathématiquement fausse,
raison pour laquelle on dit que I'équation : x = x + 1 est insoluble dans I'ensemble des nombres réels.
En effet, elle conduit a dire: x—x =1 donc 0=1,
ou selon cet autre calcul a diviser par 0
x=x+1donc x—x=1 donc 1x-1x =1,
donc (1-1)x=1donc Ox=1 donc x=1/0.
Calcul algébrique déclaré faux parce qu'a la base on dit que « 0 = 1 » est faux,
alors que cette égalité est une simple vérité du Cycle 1 !
Et plus profondément encore,
nous venons de voir que la générescence « 0 »
qui est le 0 par son information estle 1 par sa formation !
Donc fondamentalementona «0=1»!
De méme, la générescence « 00 » est le 1 par son information est le 2 par sa formation !
Donc aussi « 1 = 2 », donc aussi « 0 = 2 »,la vérité du Cycle 2, etc.
La fausseté n'est pas les égalités de la forme « 0 = w» (le Cycle w),
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mais la vraie fausseté est du c6té des sciences qui nient ces vérités simples et profondes de I'Univers.
Bref, le vrai Probléme est la Négation de I'Univers TOTAL !

C’est trés normal de dire en mathématiques par exemple que « 0 # 1 », mais il faut envisager la possibilité
que «0 = 1» ait un certain sens mathématique (en I'occurrence ici une vérité du Cycle 1 comme on
commence a le comprendre profondément et comme on le comprendra encore dans la partie C), sinon les
mathématiques sont fausses quelque part ou incomplétes , elles ne disent qu'une vérité partielle ce qui est
une forme... de mensonge , ce qui est inacceptable pour la science réputée la plus exacte !

C’est normal aussi de dire que « 3 < 5», mais que cette vérité n'exclue pas la possibilité que « 3 > 5 » soit
vrai aussi (ce qui est également vrai aussi en logique cyclique ). Sinon la science est encore fausse dans ses
fondements. Il faut maintenant savoir que tout énoncé a toujours un sens dans I'Univers TOTAL , il exprime
toujours une certaine vérité, une certaine réalité qu’'on peut simplement ignorer... ou volontaire ne pas vouloir
connaitre !

C’est ainsi que des physiciens ont réussi a imposer a la physique les paradigmes qui sont les siens, a savoir
que ne doit étre accepté comme « vérité » de la physique que ce qui est confirmé par I'observation ou la
mesure. Autrement dit, le paradigme selon lequel la vérité ou la réalité est ce que nous pouvons observer,
voir, toucher, mesurer, etc. En soi, c'est déja « primitif » comme paradigme, car quelqu’un qui se jamais sorti
de son village ou de son pays depuis sa naissance pour voir que d'autres pays et d'autres réalités existent,
qguelgu’un dont les moyens d’observation ou de mesure sont ceux de son village ou de son pays, commet
évidemment une trés grave erreur de paradigme, il s’enferme d’office dans SA réalité en disant que la Réalité
TOTALE se réduit a ce qui lui est accessible! Les paradigmes restrictifs et handicapants actuels des
physiciens ne sont pas plus malins que cela ! Les germes de la Négation de I'Univers TOTAL , de la Réalité
TOTALE sont dans ces paradigmes, autrement dit on s’est donné comme régle de ne pas voir ce qu'on ne
veut pas voir, entre autres de ne pas voir des choses... comme Dieu ! Car c’est bien lui qui est derriere
'Ensemble de tous les ensembles , 'Ensemble de toutes les choses et de tous les étres , la Réalité
TOTALE, I'Etre TOTAL, I'Etre Supréme que l'on nie ainsi par ces paradigmes de la Négation, par
l'interdiction de dire en science : « 0=1», « 0 = » ou « Alpha = Oméga » (Révélation 22 : 13).

Et si les physiciens font une expérience pour établir ou réfuter I'existence d’'un objet cherché en physique
(comme par exemple le boson de Higgs qu'ils ont traqué pendant des décennies et qu'ils crient avoir trouvé
alors qu’ils pouvaient savoir a coup sdr qu'il existe sans faire la moindre expérience mais en faisant
simplement la physique dans le paradigme de I'Univers TOTAL ), si I'expérience est négative ou conclut a la
non-existence de I'objet, qu'ils disent simplement que I'objet n'a pas été trouvé dans notre univers ou avec
nos moyens (nos accélérateurs de particules comme le LHC qui a récemment servi a traquer le boson de
Higgs surnommé la « particule Dieu »), mais que, malgré I'expérience négative, I'objet existe dans un AUTRE
univers, dans un AUTRE contexte de I'Univers TOTAL .

La physique repose beaucoup sur les mathématiques, donc si les mathématiques sont fausses dans leurs
fondements la physique est fausse aussi! Par exemple, si le physicien cherche un objet x ou doit calculer
une grandeur physique associée a x (comme par exemple sa masse ou sa charge électrique ) et qu'il tombe
sur I'équation : x = x + 1, équation qui conduit a dire que « 0 = 1 » ou que la grandeur x est infinie ou est égale
a la division de 1 par 0 (ou x = 1/0), il déclarera que c’est impossible , que cela n’a aucun sens physique ,
etc. Voila comment la physique, dans la droite ligne des mathématiques sur lesquelles elle repose, nie
'Univers TOTAL , elle qui pourtant devrait le plus défendre I'Univers TOTAL , car apres tout I'Univers, c’est
son domaine, non ?

Mais voici le simple conseil que le physicien de I'Univers TOTAL que je suis donne aux physiciens : ils
tiennent absolument que toute vérité physique soit conforme a I'observation et a I'expérience ? Tres bien, je
l'accepte volontiers. Alors dans ce cas, quils observent bien la Nature et en tirent enfin les vrais
enseignements, car ce n'est pas avec les yeux qu’on observe I'Univers mais avant tout avec... son cerveau !
Un cerveau mal réglé par une mauvaise logique (une logique de Négation) se trompe complétement sur
l'interprétation des informations que pourtant les yeux ou les instruments d’observation et de mesure lui
transmettent bel et bien! Donc je leur dit maintenant de poser momentanément leurs appareils et de
commencer l'observation et la compréhension de I'Univers par leurs yeux. Avant de manier le moindre
instrument de mesure de longueur, le moindre chronometre, le moindre thermomeétre, la moindre balance, le
moindre ampéremétre ou voltmeétre, le moindre oscilloscope, le moindre télescope, le moindre accélérateur
de particules et a plus forte raison le gigantesque LHC, qu’ils s’'arrétent juste cing minutes pour bien
s'observer eux-mémes, pour observer tout ce qui les entoure, juste avec I'appareil d’observation appelé les
yeux, et commencent par comprendre et simple vérité de I'Univers : « Toute chose est un ensemble  » !
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Qu'ils posent cette simple phrase comme vérité premiére de la Physique, et enfin la Physique démarre bien !
Qu'ils comprennent ensuite que toute la physique doit maintenant se faire dans le Langage universel des
ensembles , qui est le langage méme de I'Univers. Qu’ils définissent I'Univers TOTAL , I'Ensemble de
toutes les choses , qu'ils le posent comme I'Objet numéro 1 de la Physique ! Puis, I'étape suivante, qu'ils
laissent tomber cette chose abominable qu’est la Négation , qu’ils raisonnent et fassent maintenant la Bonne
Négation, la Négation Relative (et non plus Absolue ), a savoir l'Alternation . Qu’est-ce que c’est?
Comment ¢ca marche ?

Tres simple : cela commence par le fait de se dire que I'Univers TOTAL est I'Ensemble de toutes les
choses donc toute chose existe dans I'Univers TOTAL . Donc par exemple le boson de Higgs existe dans
'Univers TOTAL . Ce qui peut arriver de pire est qu'il n'existe pas dans NOTRE univers , exactement comme
si I'on cherche un kangourou au fin fond de I'océan Atlantique, on a beau le chercher avec les plus puissants
accélérateurs de particules, on ne le trouvera pas, car ce n'est pas son milieu naturel, ce n’est pas son univers
normal. Si les poissons font des théories qui les conduisent a postuler I'existence du kangourou, ce n'est pas
parce que leurs expériences pour dénicher le kangourou dans I'océan échouent que le kangourou n’existe
pas ! Et si leurs expériences les aménent a comprendre que la kangourou a besoin d’air pour respirer qu'il est
impossible pour cela qu'il existe dans I'océan, ce n'est pas pour cela qu'il n'existe pas dans I'absolu. Les
poissons vraiment intelligents ne font pas de Négation Absolue , mais ils raisonnent et disent simplement :
« Si le kangourou n’existe pas dans notre monde, il existe dans un AUTRE monde. » Leur négation est
toujours tempérée par I'usage du mot AUTRE ou ALTER, qui laisse une alternative ou une autre possibilité
d’existence de ce qui est nie. Ce qui est nié est toujours affirmé d'une AUTRE facon, et alors on raisonne
avec I'Alternation et non plus avec la Négation Absolue (aprés le parcours de la Théorie des Univers, partie
A et B, rendez-vous dans la partie C pour en savoir plus sur la Logique Alternative ...).

Au fur et a mesure que la Théorie universelle des ensembles se développera, 'alternative a la Négation se
révélera aussi, et je la nomme justement I'Alternation , son connecteur est le mot « ALTER », qui signifie en
francais « AUTRE » et en anglais « OTHER » (on comprendra davantage le Probléme de la Négation et on
découvrira la Logique Alternative dans la partie C).

Avant 2003 ('année de la naissance de I'Axiome universel des ensembles ou Axiome de la Physique), la
Théorie des Univers se déroulait donc dans les paradigmes traditionnels, a savoir I’Axiomatique , ce qui veut
dire aussi que la conception de I'Egalité était celle des mathématiques actuelles, a savoir I'ldentité , I'égalité
de type «0 = 0» ou « X = X», mais aussi I'usage de la Négation, comme on le fait dans les sciences
actuelles. Mais a partir de 2003, la lumiére est arrivée et la Théorie universelle des ensembles naquit. Les
voies de I'abandon des paradigmes traditionnels se sont mises a se dessiner clairement, et une nouvelle
méthodologie du traitement des ensembles et des sciences en général a commencer a voir le jour: la
Théorématique . Sa conception de I'Egalité est 'Equivalence , I'égalité de type «0 = 1» ou « X = Y »,
associée a I'Alternation .

On reparlera de tout cela dans la partie C, je préfere vous réserver le meilleure pour la fin, aprés vous avoir
fait revivre la Théorie des Univers, les «affres de l'accouchement» de la Théorie universelle des
ensembles , la Science de I'Univers TOTAL . Aprés donc la science douloureuse et ses formules (dans la
pure tradition actuelle) qui peuvent étre rébarbatives pour vous, la science facile, plus agréable que celle
commencée dans cette introduction. En effet, il fallait parler de choses un peu techniques ici parce que c’est
l'introduction a la partie technique. Mais apres, cette page sera tournée...

Hubert Abli-Bouyo
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A — Théorie de 1998

La Théorie des univers

La Théorie des Univers permet I'existence et la construction d'un certain type d'ensembles, les univers ,
notés souvent par les lettres U, V, W, ..., qui ont la particularité d'étre des modeles pour une théorie des
ensembles, c’est-a-dire d’'étre a leur échelle ce que I'Univers des ensembles , U, est a son échelle.

Autrement dit, quand on se place dans un univers U donné, tout se passe comme dans U, en ce sens que
'univers vérifie les axiomes clefs appelés axiomes du modéle central ou axiomes du modéle universel . II
s'agit des axiomes basiques, minimaux, qu’une collection U d’objets doit vérifier pour qu’on puisse appeler ces
objets de U des ensembles , et donc dire que U est un univers des ensembles , comme U.

La Théorie des Univers fut développée de 1998 a 2003, en marge de mon métier denseignant de
mathématiques et sciences en lycée professionnel, pour apporter une vraie solution aux paradoxes notés
dans la théorie des ensembles introduite en 1882 par Georg Cantor.

La Théorie des Univers a révélé qu'il n'y avait en fait pas de paradoxes dans la théorie des ensembles de
Cantor comme on le pensait, mais le vrai Paradoxe est la ou on ne le pensait pas : c’était tout simplement le
probléeme de la Négation. Quand je faisais cette science en 1998, jiignorais le probléeme de la Négation,
j’utilisais donc le « connecteur de Négation» comme on l'utilise maintenant, je raisonnais comme on
raisonne maintenant, je niais les choses comme on le fait maintenant. La Théorie des Univers est trés
intéressante en tant que théorie scientifique selon les paradigmes et la logique scientifique actuels. Comme
les vérités scientifiques actuelles, les vérités établies ne sont pas fausses, mais simplement ne sont pas toute
la vérité qu’elles auraient di étre si je raisonnais selon la logique d'Alternation comme je le fais maintenant
en Théorie universelle des ensembles (que I'on a commencé a découvrir dans lintroduction plus haut et
comme on le verra dans la partie C). Et d’ailleurs si je raisonnais selon I' Alternation , ce ne serait plus la
Théorie des Univers, car je ne fais plus la science du tout ainsi, les choses sont infiniment plus simples
maintenant dans le nouveau paradigme, on s’est terriblement compliqué la vie avec la Négation !

Il 'y a donc pas mort d’homme avec la Théorie de I'Univers faites avec les paradigmes actuels, du moment
ou I'on comprend maintenant les limites des paradigmes actuels et les améliorations qu'il faut apporter. Les
introductions comme lintroduction générale au-dessus et celles spécifiques aux parties sont faites pour
recadrer les choses avec le nouveau paradigme, que I'on découvre aussi au fur et a mesure. Et surtout il y a
la partie C ou toutes les pendules sont remises a I'heure avec la Théorie universelle des ensembles

On bétit le nouveau en partant de I'ancien, évidemment, c’est d’ailleurs comme cela qu’on découvre encore
plus les défauts de I'ancien si I'on s’y prend bien. Et la Théorie de I'Univers a au moins le grand mérite de
partir a la découverte dextraordinaires secrets de I'Univers avec des paradigmes de Négation trés
handicapants, qui ne sont faits pas pour cela, mais qui sont bien au contraire faits pour nier ou pour cacher a
jamais ces vérités. C'est comme réussir a gagner une course de vitesse avec d'énormes boulets (appelés
Négation ) attachés au pieds.

Je ne dis pas cela non plus pour sous-entendre que les performances sont dues a mes capacités propres,
mais simplement que la puissance vient de I'Objet traité lui-méme, en I'occurrence 'Ensemble de tous les
ensembles , alias I'Univers TOTAL I'Ensemble de toutes les choses . C'est cet Objet Surpuissant que la
Négation a jeté aux poubelles, et c’est lui que la Théorie de I'Univers est tout simplement en train de
réhabiliter en faisant pour linstant avec les moyens actuels. Car si javais les moyens nouveaux a ma
disposition, cette théorie ne serait plus nécessaire, puisque son but est justement de parvenir a la découverte
de ces moyens... Il contient malgré tout une mine de trésors et de vérités sur les ensembles et sur I'Univers
qui ne peuvent pas étre appréciés pour ce qu’ils sont simplement parce qu’ils sont exprimés selon les
conceptions actuelles. Ces trésors sont donc des vérités nouvelles dans un langage ancien, et demandent
donc a étre exploités, expliqués, pour comprendre ce qu'ils veulent dire.

Par exemple, derriere le simple énoncé de I'Axiome des univers (qui, rappelons-le, est maintenant un
théoreme dans le paradigme de I'Univers TOTAL , une loi établie) a savoir : « Tout ensemble appartient a
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univers » se cachent des vérités inouies sur I'Univers, que la Théorie des Univers effleure a peine dans ses
analyse et les propriétés qu’elle énonce sur les univers . Un mathématicien ou méme un physicien actuel qui
lirait cet axiome tel quel et ses propriétés se dira qu'il a simplement les propriétés d'un objet mathématique, et
pourtant c’est completement autre chose. Quand on a compris que ce sont les univers physiques et leurs
structures qui se cachent derriére ces univers mathématiques, on compris qu’un univers U, appartient a un
univers U,, qui appartient a un univers U,, qui appartient a un univers Us, etc., indéfiniment ! On ne dirait pas
ce qu'on dit actuellement en physique sur NOTRE univers (que I'on prend pour la Réalité TOTALE) si lI'on
avait compris cette simple vérité de la physique exprimée par ce trés simple Axiome des univers

En effet, on ne dirait pas les énormes absurdités que I'on enfonce dans les cranes de tout le monde selon
lesquelles I’ « Univers » (a comprendre donc la Réalité TOTALE) est née il y a seulement environ 14 milliards
d’années, et que sa quantité totale de matiére ou d'énergie est de 10% atomes. Cela peut paraitre énorme
pour nos petits cerveaux (ou plutdt pour nos cerveaux bridés par la Négation ) mais on est infiniment loin de
'Univers INFINI que nous enseigne I'Axiome des univers ! On parle évidemment seulement de NOTRE
univers et pas de I'Univers TOTAL , qui lui ne peut qu'étre INFINI! Rien que pour comprendre cela, ¢a vaut
le coup de lire 'Axiome des univers et d’essayer de la comprendre, en faisant simplement gaffe aux choses
gue j'ai dites et qui refletent 'énorme emprise de la Négation sur nos psychés. Et la Négation en question
n'est pas une abstraction mais des humains en chair et en os et des étres qui NIENT I'Univers TOTAL , qui
nous enferment dans un petit univers de seulement 10%* atomes.

Quand depuis son enfance on trempe dans monde de Négation , quand la Négation est dans le biberon qui
nous a nourri (sans que notre mere le sache forcément car elle aussi a été nourrie au lait de la Négation ), et
quand l'on a été imbibé par les sciences de Négation, elle laisse ses marques bien évidemment dans la
Théorie des Univers destinée a nous débarrasser de cette Négation (on verra dans la partie C comment,
avec la Théorie universelle des ensembles, passer maintenant de la Logique de Négation a la Logique
d’Alternation ).

Quand donc vous lirez la Théorie des Univers, il faut faire simplement attention a tout ce qui implique la
Négation , ne plus lui donner le caractére absolu qu’on lui donne dans les mathématiques et les sciences
actuelles (et que je lui donnais aussi a I'époque), mais, comme nous avons commencé a le voir dans
l'introduction générale, il faut toujours la relativiser , la modérer , la nuancer maintenant.

Par exemple, quand je parle de 'Ensemble Vide (0O) et dis que c’est la collection ou I'ensemble qui n'a
«aucun élément », il ne faut pas oublier que maintenant il faut fonctionner avec comme notion d’égalité
'Equivalence et que 'Ensemble Vide (O) et 'Ensemble Plein (tout simplement I'Univers des ensembles
W) sont équivalents , ce sont simplement deux manieres différentes de voir le méme ensemble, I'un est le
premier univers (I'Alpha), le plus petit d’entre les univers, et l'autre est le dernier univers , tous les univers
sont liés dans une structure FRACTALE , qui est celle de U, I'Univers des ensembles . Et dans une
structure FRACTALE , tous les modeles sont équivalents , pas identiques (parce qu'ils different par leur
taille, ils sont imbriqués les uns dans les autres) mais équivalents, ce qui veut dire que chacun, serait-il
infiniment petit (Alpha ou Vide) ou infiniment grand (Oméga ou Plein) est a son niveau ce que tous les autres
sont. Quand on se place dans I'un d’eux, c’est comme le fait de faire un grand zoom sur lui, ou comme le fait
de voir dans le lointain de I'espace un point lumineux qui a I'air de Rien ou de Vide, mais qui, dés qu'on
s'approche de lui, grossit et se révele étre plus qu'une planéte, plus qu’'une étoile mais une galaxie voire tout
un univers ! Finalement ce qui semblait étre Vide d’'un certain point de vue (on le voit de loin) devient tout un
monde, comme tous les autres mondes. On comprend alors que finalement il n’était pas si Vide que cela,
mais la méme chose que les autres mondes.
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| Structure
! Fractale

Il faut maintenant voir les ensembles dans le paradigme de I'Equivalence ,
de la Structure FRACTALE et du Cycle (on reparlera dans la partie C).
Dans ce paradigme on a I'équivalence : Vide = Plein , Alpha = Oméga , Zéro = Infini , etc.

C’est ainsi qu’il faut comprendre maintenant 'Ensemble Vide . Ce qui d’'un certain point de vue n'a « aucun
élément » est pourtant plein d’éléments d’'un autre point de vue. Il faut donc relativiser la Négation d’une
maniére générale, et en particulier dans les mots a contenu négatif comme « néant », «rien», «vide »,
« ZEro », «aucun », «jamais », etc.

C’est en fait la Négation Absolue qui est la vraie cause des paradoxes de la théorie des ensembles, car
justement les ensembles réclament une logique basée sur I'Equivalence , le Cycle et la Structure
FRACTALE, tout simplement la Logique d’Alternation dont nous parlerons dans la partie C. C’est une
logique trés intelligente, treés souple et trés nuancée dans ses propos et non pas brute, radicale, tranchante,
catégorique, comme la Logique Négative . Quand la Logique Alternative énonce une Vérité, elle laisse
toujours au moins une microscopique possibilité que le contraire de cette vérité soit vrai aussi, car I'Univers
TOTAL, I'Univers FRACTAL , 'Ensemble de toutes les choses , est lEnsemble dans lequel toutes choses
existent et le contraire de toutes choses aussi, tout y est vrai et le contraire de tout aussi.

La Théorie des Univers que nous allons voir maintenant a donc d’abord eu pour simple but de résoudre les
paradoxes de la théorie des ensembles, dus en fait a la Négation . La mission initiale est donc plus que
largement accomplie, puisque cette théorie a permis de faire des découvertes sublimes au-dela de I'objectif
initial. Elle nous a conduits a la rencontre tres inattendue avec I'Univers TOTAL . C’est comme retourner la
terre pour trouver des vers de terre pour aller a la péche avec et tomber sur un grand coffre rempli de
diamants et d’'un trésor qui a une valeur incalculable...

L’Axiome des Univers est le point clef de toute la Théorie des Univers, tout prépare les concepts qu'il faut
pour définir de maniére simple, claire de maniére puissante la notion d'univers , pour formuler I’Axiome des

Univers , pour étudier les propriétés des univers. Dans cette partie A, la théorie initiale (celle de 1998),
'Axiome des Univers était une version plus forte hommée 'Axiome des a-univers (I'Axiome des alpha-

univers ), qui disait aprés la définition des a-univers :

« Pour tout ordinal a, tout ensemble appartient a un a-univers ».

C’est tout simplement I'’Axiome des Univers boosté par les ordinaux. Mais dans la reformulation de la théorie
de 2003 avec un nouveau concept appelé le scheme (partie B), j'ai vraiment pris la mesure la puissance de
cet Axiome des Univers . Il était si puissant que la version des a-univers le compliquaient pour rien, cette
version exprimait des choses dont le principal pouvait se déduire avec la version simplifiée de I'axiome :

« Tout ensemble appartient a un univers ».
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Quelle que soit la formulation de cet axiome clef, ce qu’il faut comprendre sur son sens et son but est ceci : il
fait de I'Univers des ensembles U une structure FRACTALE ! Comme on le verra en parcourant la théorie,
gue je ne pas référence a la notion de « structure fractale » dans le plan de travail ni dans les remarques. A
'époque je voyais une structure fractale comme on le voit maintenant, a savoir des propriétés de certains
ensembles géométriques ou algébriques qu’il faut définir par des formules algébriques (et en particulier par
des nombres complexes, comme par exemple 'ensemble de Mandelbrot:

Zy =0
Zy1 = n2 +C

qui est 'ensemble des points ¢ du plan complexe tels que la suite précédente (définie par récurrence) ne tend
pas vers l'infini en module.

Fractale de Mandelbrot.

Cependant javais une intuition claire d’'une notion ensembliste de structure FRACTALE (méme si je ne
nommais pas ainsi I'idée) qui est la notion la plus simple et la plus naturelle qui soit, a savoir la notion
d’Arbre !
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Tree Fractal Structure
w1 ree Grenerescence »

L’Arbre est sans doute la plus simple et la plus familiére des structures fractales
La version Arbre du Triangle de Sierpinski.
L’Arbre se déploie en trois branches
qui se partagent a leur tour chacune en trois branches, et ainsi de suite.
Autrement dit, cet Arbre a une infinité de petits modéles de lui-méme en lui-méme.
Chacune des branches est a son niveau ce que I'Arbre tout entier est.

L’Axiome des Univers prenait tout simplement une Arbre pour modeéle naturel. C’est la raison pour laquelle
dans le développement le chapitre A.lll sur la collection universelle V et le théoreme de fonda  tion, et plus
précisément dans sa section 2.b il y a une étude sur les branches et arbres de fondation . Dans les théories
des ensembles traditionnelles le role et le sens profond de I'axiome de fondation sont mal appréhendés.
C’est avec les univers , ce qui veut dire la structure fractale (telle que lillustre un Arbre) que tout le sens de
cet axiome apparait : I'Univers des ensembles U est tout simplement I'Arbre de tous les arbres , ses sous-
arbres étant simplement les univers que créait ’Axiome des univers

En disant : « Tout ensemble appartient a un univers  », c’est comme de dire cette vérité banale avec un
Arbre devant les yeux : « Tout élément de l'arbre appartient a une branche de I'Arbre » ou encore : « Tout
élément de I'arbre appartient a un arbre dans I'Arbre».

Un axiome qui copie simplement et trés fidelement un modéle de la Nature, un modéle de I'Univers , a savoir
'Arbre, n'est pas un axiome en fait mais un théoréeme ! Il ne peut qu'étre juste. C'est cela donc le but
fondamental de I'’Axiome des univers : il créait tout simplement dans I'Univers des ensembles U des petits
modéles de lui-méme, des arbres dans I'Arbre, et ces arbres petits-modéles de I'Arbre sont les univers .
C’est la feuille de route de la Théorie des Univers que vous allez parcourir, les clefs de sa compréhension.
Tous les développements sont la mise au point des outils généraux des ensembles pour atteindre le but :
construire la structure de I'Arbre  (la structure FRACTALE ) qu’ils réclament. Quand on travaille avec les
ensembles dans la pure abstraction de l'axiomatique  sans étre guidé par la logique profonde des
ensembles (la logigue FRACTALE ), on se heurte a des propriétés spéciales de cette structure fractale que
'on prend a tort pour des « paradoxes » parce qu'on ne les comprend pas. Pire, si parce que I'on ne
comprend pas I'Arbre (lEnsemble Plein ou I'Ensemble de tous les ensembles ) on le nie et affirme qu'il ne
peut pas exister a cause de ses propriétés jugées « paradoxales », alors on a tout simplement abattu I'Arbre !

Et que fait maintenant la Théorie de I'Univers ? Trés simple : il ressuscite I'Arbre et lui redonne sa structure
FRACTALE avec I'Axiome des univers ! Vous aurez donc compris que l'abstraction axiomatique de la
Théorie de I'Univers n’est qu'une apparence, car tout suit un modéle physique réel , celui de I'Arbre de
'Univers concret, appelé dans cette partie A le modéle central ou un modéle universel .
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La Théorie des Univers nous fait entrer dans les entrailles des ensembles et nous fait comprendre comme
cela n’a jamais été fait jusqu’ici ce qu'’ils sont vraiment. Ce ne sont pas les objets abstraits des mathématiques
et des théories des ensembles actuelles, mais les objets de I'Univers. Dans le Langage universel des
ensembles toutes les sciences s’unifient en une seule science : la Science de I'Univers TOTAL. On ne sépare
plus les domaines: mathématiques, physique, informatique, biologie, etc. On ne dit plus que les
mathématiques s’appliquent a la physique , elles ne s’appliquaient pas aux autres sciences. Mais les
mathématiques bien faites SONT la physique , la biologie, la psychologie , etc. Finie donc I'époque ou il y
avait les mathématiques d’'un c6té, la physique de l'autre, la physique mathématique par ci, la mathématique
physique par 1a, etc. Avec I'Univers TOTAL vers lequel nous conduit la Théorie des Univers finie la Tour de
Babel des sciences, place a la Science de I'Univers TOTAL

Derriere les manipulations apparemment abstraites qui vont suivre se cachent simplement les vérités
profondes de I'Univers TOTAL . Il faut maintenant changer complétement de mentalité et voir différemment
les choses. Il faut voir toutes les vérités que nous allons établir comme des lois de la physique , car derriére
chacune d’elles se cache une réalité de I'Univers TOTAL ..

Théorie de 1998
|. Les axiomes du modele central

1. Généralités
a. Les notions intuitives de base

Nous abordons cette théorie en considérant guelgo&ons intuitives. Certaines de ces notions wece
ultérieurement un sens plus précis au sein deélaritn Ces notions peuvent étre réparties en daiégaries qui
sont lesobjets et lesrelations. Nous exprimons quotidiennement des relatiense les objets. Par exemple la
phrase #aul habite a Nantes exprime la relation « habiter a » entre legtsbPaul et Nantes, qui sont appelés
lesparameétrege I'énoncé. A cette relation on peut attribuex valeur de véritgrai ou faux

Nous utilisons les objets que sont kestiers intuitifs (ou entiers naturels ou encore simplemergntiers).
Introduisons des objets appelériables dont le but est de rendre anonymes les objetsélioncé. Ce sont les

symbolesy,, ou k est umentier intuitif, c'est-a-direvy , v1, W, ... . Les premiéres de ces variables seront suve
désignées par les lettres x, y, z, t, u, v, w,éventuellement avec un indice entier comme Xt , X , ... . Nous
introduisons des objets appel#ancs et notés @, @, @,, ... . Nous utilisons aussi la notion ltste ordonnée

ou suite Une liste ordonnée de n objets, non nécessaiteti@imcts, s'écrira (a ... , ). L'entier n est appelé la
longueurde la suite. Par exemple on a la suiau], Nante$ de longueur 2.

b. Les relations

La relation « habiter a » s'écrit a l'aide desitda « @ habite a @». L'énoncé &aul habite a Nantes se
notera indifféremment :  « @habite & @» (Paul, Nante$ ou Paul « @ habite a @» Nantes.

Il est plus commode de noter R la relation « @abite a @». On a alors Maul, Nante3 ou PaulR
Nantes

L'énoncé RPaul, Nante$ n'a pas de variable libre (la notion de varidifiee se précisera par la suite). On dit
gu'il estclos La relation R(xNante$ a une variable libre, savoir x, et un paraméti@tes. On ne peut dire de
la relation gu'elle est vraie ou fausse tant quiensait pas l'objet désigné par x. D'une maniéreéérgde, les
parameétres d'un énoncé sont les noms d'objetsafigutans cet énoncé. La relation R(x, y) a deanables
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libres et est sans paramétres. Etant donné urr entie peut avoir une relation @ variables libres on dit aussi
relation an argument®un-aire. L'entiern est appelé #rité de la relation.

Si E(¢, ..., %, &, ... ,&) estun énoncé ol X..., % sont ses n variables libres ef, a. ,a sont m noms
d'objets (donc m parametres), cet énoncé (aumagts) sera souvent noté en abrégé; R(xx,). Il est clair
gue R désigne alors I'énoncé avec les blancs ; E(@ @, &, ... ,&). On parlera pour simplifier de la relation
a n arguments R.

Une relation a un argument R(x) est diteaire. On dira aussi que c'est upeopriété Une relation a deux
arguments R(x, y) est ditgnaire. Une telle relation sera trés souvent notée x R y.

L’Egalité

La relation binaire fondamentale est la relatiggdlité @ = @ , ou simplement la relation =
L'énoncé x = y exprime évidemment que et y désignent le méme ohjet'énoncé x n'est pas égal a 'y
s'écrira XZ y.

[NOTE A.L.1.b : note postérieure ajoutée apres dution de la présente Théorie des Univers versTtaéorie
universelle des ensembles ou Science de I'UnivedS AL :

Cette définition de I'égalité fut donnée a une @mqu je fonctionnais, comme on le fait maintemsnscience et
dans le monde, avec une conception de I'égalitéeguprincipalement I'ldentité. La définition queedonne ici de
I'égalité et qui est soulignée en rouge est I'ldignta savoir que « x y » signifie que « x et y désignent le méme
objet ». Cela semble normal de définir I'égalitésij comme on le fait actuellement, mais en fadtldés qu'on a
deux noms différents « X » et « y », on parle déjaleux objets distincts ! Dans ce cas alors, itaoe « Xx=y »
n'est plus I'égalité au sens de I'ldentité mais gltivalence.

L’ldentité est I'égalité de la forme « x = x », ignifie qu'on aun seul objet«x », qui est lui-méme, comme le
fait de dire « Paul est Paul » ou « Paul = PaulMais si Paul s’appelle aussi Pierre, si donc I'ordaux noms
différents pour la méme personne, du coup « PaBlierre » n’est plus vraiment I'ldentité mais I'Egalence
entre Paul et Pierre. C'est comme aussi dire 4ghl&é « 4 = 4 » est une identité, celle de 4, maks+ 2 =4 »
n'est pas une identité mais une équivalence efdptation d’addition de 2 et 2 et le nombre 4. Déme, « 10
= 10 » est l'identité de 10, mais « 4 + 6 =x25 » n’est pas une identité mais I'équivalence enine addition
d’'une part et une multiplication d’autre part, qdonnent le méme résultat 10. C'est dans ce casiedeysigne
«=» veut dire. Il est vrai que dans ce cas laidition entre I'identité et 'équivalence n’estpaeés nécessaire,
parce que I'on fait juste des opérations et que Kintéresse surtout aux résultats et pas aux ajmEns en elles-
mémes. Mais si le but de I'étude est surtout lesaijpns et que I'on ne s’intéresse que dans unrskéemps au
fait de savoir lesquelles donnent le méme résudlats il est évident qu’on ne peut pas confonésedpérations
« 4 + 6 » et «x 5 », car ne sont pas du tout les mémes opérations

Sidoncjedis«2+2=4»o0u «0+ 0 =0 », sfeine équivalence que I'on peut appeler aussiidestite,

parce qu’elle revient a dire «4 = 4 » ou « 0 = Qqui est l'identité proprement dite, I'égalité as#e a la
Droite : «0=0»,«1=1» «2=2» «3= 3&4=14» «5=5nx», etc., 'égalité des nombeesicus comme
des segments, dont les deux extrémités ne serejaigas pour devenir le méme point, le méme dbjetéme
chose :
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Mais si je dis « 2 + 2 =5 », ou«x 0 + 0 = 1 » c’dsujours une équivalence, celle qui peut encoéers’e « 0 =

1 », mais qui n’est plus une identité, car ellesh’glus une égalité de la forme « x = x» mais d®itme « x =y ».
Au sens de I'identité (qui est la conception adeude I'égalité), on dira que  « 4 =5 » estfaet on écrira

« 4 #5 », alors que c’est vrai au sens de I'équivalendeila donc toute I'importance de la nouvelle cepiion

de I'égalité, a savoir I'équivalence, |'‘égalité assée au Cercle ou au Cycle: « 0 = 0», «0=1%0 =2 »,

« 0= 3» «0=4» «0=5», etc., 'égalité desmbres entiers congus cette fois-ci comme defesedont les
deux extrémités se rejoignent maintenant pourmel®méme point, le méme objet, la méme chose :

O=1i o=2 o=3 0=4
0=0
Cycled 3 1
2 1
1 2
0=12
11 1
10 2
1 3
8 4
5
7 6

On fonctionne actuellement avec I'ldentité et oiit V&quivalence simplement comme une généralisatie
I'« égalité », alors qu’en fait c’est I'inverse qufaut faire : I'égalité est I'équivalence, on ddionctionner et
raisonner en termes d’équivalence, et voir l'idehttomme un cas particulier d’équivalence. En gffet voit
bien avec cette illustration des nombres entienscos comme des cercles, que qui dit Equivalentequdisi
forcément I'ldentité « 0 = 0 » ou Cycle 0, quiesi un cas particulier. Il faut maintenant comprenbégalité au
sens de 'Equivalence, relation d’équivalence gurasdéfinie plus loin.

Dans le paradigme de I'Equivalence, I'ldentité & duivalence devienneréquivalentes ce sont deux fagons
différentes de parler de la seule et méme Egaitdctement comme dans ce paradigme le Zéro ehl’'imé sont
que deux maniéres différentes de dire la méme chdsdentité a son utilité, qui est d’engendrerDaversité ou
de la garantir en évitant la confusion des idestitdtonc une mauvaise égalité entre les choses.

Mais I'Unité est aussi tres importante, oui I'Unité des chodéfrentes, la IUnité dans la Diversitéet la
Diversité dans I'Unitél Et c’est justement Univers TOTAL I'Ensemble de toutes les choséd€nsemble de
tous les ensemblegui réalise cettdJnité, c’est lui le grand trait dUnion entre toutes les choses, il est leur
Réunion leur Intersection Quand donc l'ldentité est poussée trop loin juagqdevenir absolue, elle se
transforme erSéparation absoluales choses, chacune n’étant désormais égale digan€me, chacune niant
I'Unité avec toutes les autres choses et avemiVers TOTAL Unité due leur appartenance commune a
I'Univers TOTAL La relation entre les choses est alors coupée,justement cette relation fondamentale est
'Equivalence ! Et du coup aussi, du fait de ce#@&paration a outrance entre les choses, I'ldengté
'Equivalence sont séparées, elles ne sont plusvétpntes, donc ne fonctionnent plus en harmonrere cela
se doit. Elles ne sont plus deux sceurs complicesngblémentaires, mais deviennent deux ennemiagamistes.

Mais quand justement on se place dans le paradigem&Equivalence, I'équivalence entre les deux dsst
nouveau rétablie. « 0 = 0 » n'exclut plus « 0 = the méme que « 0 = 1» n'a jamais exclu « 0 5 puisque
qui dit « 0 = 1» dit forcément aussi « 0 = 0 » etl = 1». En effet, « Il faut déja étre soi-méavant d'étre
quelgu’un d’autre »...
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C’est I'occasion aussi de dire que I'ldentité (I® & 0 » qui exclut « 0 = 1») est synonyme aussnd’mauvaise
conception de I&égation uneNégation Absolue les choses ne sont égales qu’a elles-mémes,tdatecégalité

avec les autres choses agte dans I'absoluAutrement dit, une chogen’est qu’elle-méme, et giest une chose
différente dex, alors x n'est pasy, c'est-a-dire « NON est y» , qui S’écrit «x Z y». Autrement dit, avec
I'ldentité, la Différence entre x et y implique automatiquemeimégalité entre x et y, ou IBION-étreentre x ety

(x n’est pas yety n’est pas

Mais I'Equivalence consiste a dire que deux chodiéférentes x et y peuvent pourtant étre le méme!ét
Autrement dit, x et y peuvent étre deux manierfééreintes de parler d'un méme étre z, qui EST cdagtoqui EST
aussi y. C’est en raison de cette vérité tres prdéoque 'on peut dire: « 4 + 6 = 25 », alors qu'il s’agit de
deux opérations bien différentes! Mais ces deumsed différentes peuvent désigner le méme étre, en
'occurrence ici 10. C’est ainsi que bien que diffiéts, 0 et 1 sont quelque part le méme étre, eevagut dire
'équivalence « 0 = 1 » . L'étre en question qui &4a fois 0 et 1, & la fois I'ordinal fini O €bkdinal infini w(on
comprendra quand on abordera les ordinaux). Brétré par excellence qui est a la fois x et y, l&shivers
TOTAL, I'Ensemble de toutes les choses. C'estritda#g que nous appelions la « collectidh des ensembles »
dans la présente Théorie des Univers. C'est I'Urivedes ensembles, 'Ensemble de tous les enseihifes
I'existence est impossible quand on fonctionne awme notion d'égalité qui est I'ldentité au lieu de
'Equivalence. Autrement dit quand on fonctionne@uneNégation Absolueau lieu d’'uneNégation Relative
La Négation Relativeest appelée Alternation, dont nous parlerons dans la partie C de ce docunigle est a
différencier de ladNégation Absolugla Négationproprement dite.

A I'époque de la Théorie des Univers Négationn’était pas identifiée comme un probléme fondaaigydur la
science, pour la pensée et pour le monde. Il faainteanant faire attention & I&légation il faut beaucoup
relativiser laNégation comme celle contenue ici dans I'écriture € @» ou dans la phrase « 0 n’est pas 1 » ou
encore « 0 nest pas égal a 1 ». Avec I'EquivalegicAlternation, différencier les chosegcar il est important
de lesdifférencier) ne signifie plus obligatoirementier I'étre des chosesChanger la conception deHgalité en
passant de I'actuelle Identité a I'Equivalence,st’ehanger dntologie c’est passer de celle de I'ldentité a celle
de I'Equivalence... En d’autres termes, c’est abammaw I'ontologie d’Aristote et son fameux « prireige non-
contradiction », qui telle qu’il est formulé, est fait le principe de la&Négation absolue.

« Il est impossible qu'un méme attribut appartienten@ppartienne pas en méme temps et sous le méme
rapport a une méme chose(Aristote, Métaphysique, 1005 b 19-20).

C’est trés exact, cher Aristote, mais a conditiore ¢a Négationcontenue dans le motirapossible» ou dans la
partie de la phrase w'appartienne pas» ne soit pasabsolue mais justerelative ou que IEgalité ou

I’ Ontologie associée au motméme» ne soit pas ldentité mais I'Equivalence]

Les permutations d’une relation, la relation récipque d’une relation binaire

SiR(x, ..., %) est une relation a n arguments ou n-aire, orenbtine autre relation a n arguments en effectuant
une permutation sur l'ordre des variables. Legiogla ainsi obtenues sont appeléeplesnutationsde R(x , ...,

Xn). Par exemple si R(x, y) est une relation binaRéy, x) désigne une autre relation binaire Ry, Les
relations binaires R et R' sont alors ditesiproquesOn a pour deux objets aetb, R(a,<b) R'(b, a).

Un exemple familier de relations réciproques estdaple de relations «< » et « > », respectivertigiériorité
et la supériorité. Ona: a< b= b>a.

La relation d’égalité est sa propre réciproquea=b = b = a.

Les permutations d’une relation, la relation récipque d’une relation binaire

Soit R(X, % , ... , %) une relation a k+1 arguments. Il est clair ¢eelation «l existe x tel que R(XyX% ... ,
X)», qu'on notera X R(x, % , ... , % ), estune relation a k arguments, ses varidies étant x, ..., %. On dit
que la variable estliée et renduanuettepar le quantificateur existentielkexiste» ou «[». Cela diminue l'arité
de la relation d’une unité, la faisant passer de &k.

Il en est de méme pour la relationpeur tout x , R(X, , ... , X)», notée Ox R(X, % , ... , % ). La variable x est

cette fois-ci rendue liée et muette par le quamaiéur universel out», «Pour Tout» ou «Quel que soib, ce
qui fait ici aussi que l'arité de la relation degpdé passe de k+1 a k.
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Les relations de ce type impliquant les quantioes existentiel et universeél et [, seront détaillées plus loin
avec les formules.

2. Notion de collection. Axiome d'extensionnalité

a. Relation d'appartenance. Notion de collection. @lection vide

Soit R(x , ..., %) une relation a n arguments. Si s & (a , & est une suite de n objets, alors I'énoncé
R(@&, ..., @ estclos. On écrira(a; , ..., 3) OR@,.., @) ,o0u(a,..,a) OR, pour signifier que
I'énoncé R(@, ..., @) estvrai. On dira que R = R{@..., @) est lacollection a n argumentdéfinie par la
relation n-aire R(x, ... , ). On définit ainsi une nouvelkelation binaire la relation dippartenancel entre la
suite s et la relation R, prise cette fois commeljet, autrement dit R est un paramétre dansié <1 R.

On dira alors que « gppartienta la collection R » ou que « s estdlémentde R ». La réciproque de est
notéed. x 0Oy selit «xcontienty ». L'énoncé x«n'appartient pasay s'écrira xO y.

Remarque:

On réservera le ternmllectionau cas d'une relation unaire R(x). On adanssecaxd R < R(X)

Pour cette raison, on parlera souvent abusivenetd dollection R(X) pour signifier la collectiét définie par
R(x). Cependant, les énoncés (DR et R(x), bien que logiquement équivalentes,sont pas identiques. En
effet, dans « xO R » , R est un parameétre tandis que R(x) peytasséder aucun parametre. Par exemple
considérons I'énoncé x = x a une variable librdéfinit le symbole @ = @, , noté R. R(x) désigne donc
I'énoncé sans paramétres x = x , tandis quéRx désigne I'énoncé X « @ = @, », dont le parametre est

l'objet « @ = @, ».

[NOTE A.1.2.a.i : note postérieure ajoutée aprésvbéution de la présente Théorie des Univers vergtg&orie
universelle des ensembles ou Science de I'UnivedS AL :

Apreés la relation dégalité la relation dappartenanceest la deuxieme relation fondamentale danthéorie des
ensemblesce qui veut dire aussi dans &ience de toutes les chosesiisquetoute chose est un ensemblzu

sens maintenant universel du termesemble celui de laThéorie universelle des ensembles Science de
I'Univers TOTAL.

Cette définition de la relation d’appartenance fltnnée dans les paradigmes anciens, les paradigiaes
I'ldentité et de laNégation Méme dans ces paradigmes, cette définition ggst ldéplus profonde, la plus
fondamentale, la plus universelle, la plus puissamuisqu’elle permet de comprendre que n’imporellg
relation R et quelle que soit son arité, équivaut fondamem&int & une relation dppartenance Et il ne reste
maintenant plus qu’a comprendre que n'importe cueklation d’appartenance équivaut a ...une relation
d’équivalenceou dégalité pour avoir compris le secret de toutes les reladi dans WUnivers, autrement dit les
relations dans lUnivers TOTAL

En effet, pour uneelation ou unecollection R (maintenant on ne casse plus la téte en séparaltction et
ensemble mots qui, a la lumiére du paradigme de I'Equivede, sont commeochon et porc, car ils sont
évidemment équivalents, deux mots différents poarfdndamentalement la méme chose. son dit singpiem
ensemble)

a une époque ou Ihlégation n’était pas identifie¢e comme un probléme fondaaigmbur la science, pour la
pensée, pour le monde. Comme expliqué avec laaeltfaut maintenant relativiser |IBlégationcontenue dans

« X n'appartient pas a y». D’'une maniére généraligut faire attention a ldNégationpartout ou elle s’exprime .
Il faut veiller a la relativiser]

Collection vide.

Soit la collection v définie par: Xv < x#x. Comme aucun objet x ne satisfaitZ x, v n'a donc
aucun élément. Elle est ditale.
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[NOTE A.1.2.a.ii : note postérieure ajoutée aprédublution de la présente Théorie des Univers verg héorie
universelle des ensembles ou Science de I'UnivedSAL :

Cette définition fut donnée a une époque oNégationn’était pas identifiete comme un probleme fondaaient
pour la science, pour la pensée, pour le mond&aut maintenant relativiser I&légationcontenue dans le mot
«vide » et dans les phrase commaueun objet X ne satisfait ¥ x». D’'une maniére générale, il faut faire
attention a tout ce qui se rapporte aN&gation |

b. Relation d'inclusion. Axiome d'extensionnalité.

Soient deux collections r et r'. On dit queest inclusedans r' ou que r est upartie de r' ou encore que r est
unesous-collectionde r', et onnote r', si pour toutobjetx, Xr = x0Or'.

Si r #1', alors on dit que r est une padtectede r'. On vient donc d'introduire la relatiomdiusion , dont
la réciproque sera notée x[Oy selit «Xxincluty ».

On introduit maintenant |'axiome:
Soient deux collectionsetr'. Si rOr et rdr,alors r =r".

Autrement dit, deux collections ayant les mémemétés sont égales. On en déduit immédiatementrigsiste
gu'une seule collection vide. En effet, si v etant deux collections vides, on a pour tout objet x

xOv e x#X = x0OvVv',donc vO V' et vOv,dou v = V.
La collection vide est notd@. |l est clair que pour toute collectionr, ona O r.

En effet, on a toujours : ®kx = x0Or, cest-a-diredonc: X0 = x0Or.

3. La collection des ensembles. Axiome de l'ensemblide. Axiome de
I'ensemble des parties.

a. Le paradoxe de Russell

Soit la collection c définie par: Xc¢ = xOx. Est-ceque €c ? llestclairquona :[éc - cOc,
ce qui constitue le célebre paradoxe de Russell.

Quel enseignement tirer de ce paradoxe ? On pestdérer qu'il signifie que ¢ n'existe pas. Or géfinition, ¢
n'est rien d'autre que le symbole; @@, dont on peut difficilement dire qu'il n'existespa c existe tout autant
gue I'énoncé X1 x. Le vrai probléme réside ailleuGe paradoxe peut étre appelé le théoreme 0 dedai¢ des
théories. Il signifie qu'il n'existe pas de théatestousles objets concevables. Les objets de la pensgeunent
étre enfermés dans un cadre définitif, de sortelegiactivités futures de l'esprit se réduisenh &imple jeu de
déductions. Quelle que soit la théorie considétéeaura toujours des étres de la pensée, cominte éollection
c, extérieurs a cette théorie.

Le début de la présente théorie laissait implic#tetrpenser que nos propos englobaieuns les objets donc c,
d'ou le paradoxe.

[NOTE NOTE A.1.3.a: note postérieure ajoutée apté&olution de la présente Théorie des Univers véas
Théorie universelle des ensembles ou Science daiVers TOTAL:

Cet enseignement indiqué en rouge fut tiré & urcgjép ou laNégation n’était pas identifiée comme la cause
profonde de tous les paradoxes. Quand le vrai cblgpda Négation aura été identifié, il apparaitra bien
évidemment que la théorie de toutes les théoristeext cela s'appelle [@héorie universelle des ensembles
Science de I'Univers TOTALI'aboutissement de I&héorie des UniversMea Culpa pour cet aveuglément de
I'époque di a la\Négationavec laquelle je travaillais, piege dans lequehtsmmbés aussi tous les scientifiques
sinceres de tous les temps qui cherchaient laéuéfit

b. La collection u des ensembles
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L'univers de nos propos est la collectibh que nous introduisons et dont les élémesuist eux-mémes des
collectionsappeléeensembles Nous imposons &( d'étretransitive c'est-a-dire que tout élément Ueest une
partiede U.

Lesseulescollections que nous aurons a considérer sont despartiesde WU. Il s'en suit qu'une collection est
un ensemble si et seulement si elle appartienteautre collection. Une collection qui n'est pagnsemble sera
appeléeranscollection. C'est le cas de la collection ¢ définie paflx < x0Ox , dont il a été question ci-
dessus. c est donc la collection des élément#{d@appartenant pas a eux-mémes. Loin d'affirmer apite
collection n'existe pas dans l'absolu, le paradixdRussell affirme simplement que ¢ ne peut exséasU ,
donc n'est pas un ensemble.

Nous continuerons a utiliser certaines collectiapparemment étrangered& comme par exemple la collection
desentiers la collection dewariablesou la collection degnoncésMais, comme on le verra par la suite, il est
facile de construire dandl , moyennant ses axiomes, des "équivalents" dedaéstions. Du reste l'usage des
collections n'est nullement indispensable au d@pament de cette théorie. Elles ont un intérétrngisdiement
pratique pour l'exposé de la théorie, entre autiss permettent de formuler certains résultatss daute leur
généralité.

c. Formules et énoncés

i. Formules sans parametres

Nous allons préciser ici les relations ou énon@s gparametres, puis les relations avec paramgaesous
considérerons dans cette théorie.

On considére d'abord les relations binaires derfaé x =y ou Xy dans lesquelles x ety parcourent les
variablesvy , vi, V», ... . De telles relations sont appelé&snules atomiqued.a collection de ces formules est
notéef,.
n étant un entier et R une formule, on dira quesRuae formule de la collectiof,.; si R est une formule de la
collectionF, ou si l'une des trois conditions suivantes es$fstt :

1. Restnon(R) , ouR'estune formule de la collectin

2. Rest (Rou(R,), ou RetR sontdes formules de la collectigp.

3. Rest W (R) , ouv est une variable et R' est une tdemde la collectionf,, dans laquelle

éventuellement v est une variable libre.

Les relations ainsi définies sont sans paramei@ss.les appellerdormules. D'aprés cette définition par
récurrence des formules, si une relation est d@ellaction F, , elle est aussi de la collectign,, avec m > n. On
appelleralongueurd'une relation Rle plus petitentier k tel que R soit de la collectigp. La longueur des
relations atomiques est 0. La collection des foesiest notéé.

En principe, les signes de parenthéses " (" &f)" font partie intégrante de la définitioie I'écriture des
relations. Cependant, en pratique, lorsque aucunidgaité n'est a craindre, on omettra certainesréses pour
alléger I'écriture. Par exemple,

[(xOy) ou (xOz)] ou [non (x[Ot)] s'écrira plus simplement [y ou x[z) ou[non (xOt)]  ou encore

xOy ou xOz ou [non (x[t)].

Il est aussi trés commode d'utiliser les simplifimas suivantes:
Si A et B sont des relations,

- non[(nonA)ou((nonB)] estnotée AtB
(nonA)ouB est notée A B

(A=>B) et(B=>A) estnotte A B.

non [Cx (hon A)] estnotée [x A.

ii. Formules avec paramétres
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Les énoncés (ou formules) avec parametres somt obtenus a partir d'une formule sans parameétres en
remplagant un certain nombre de ses variablesslipae des noms d'ensembles. Autrement dit, étamtédodes
deux entiers k et m, une formule E( X... , % , X1+ - , %em) & k+m variables libres, et ;a..., & m
ensembles, I'énoncé E{ x... , %, &, ... , &) a kvariables libres (ou k arguments) et m petaes.

Par exemple, la formul& [(t = x et xOy ) ou y(z] possede trois variables libres x , y et z.t 8oiensemble a.
L'énoncét [(t = x et x[Ja )ou alz] possede deux variables libres x et z et uamatre a.

On rappelle que si on remplace ainsi toutes lembi@s libres d'un énoncé par des parameétres, tanblun
énoncé clos. Cependant un énoncé clos peut étsepsaameétres. Par exemple I'énoride [y Oz [zOy < [t
(tDz = tOx)] sans paramétres est clos. On le retrouveralsausm de #xiome de I'ensemble des parties

Les abréviations suivantes sont quelquefois utiles
C(x) étant une formule a une variable libre app&téadition sur le quantificateur" et P un énénc

(X[ C(x) et P] estaussinoté [k|C(X)] P , lire «ilexiste x vérifiant C(x¢l que P » .
De méme[Ix [ C(x) = P] estaussinoté (x| C(x)] P , lire «quel que soit x vérifiant>E, P ».

Si A est une collection, alorgk (x J A et P) estnotélf (0 A) P ou encorelk|A) P.
De méme,0x (xOA = P) estnoté [ix JA) P ouencore{x|A)P.

Remarque :

Il est clair que A est un parametre des énondésSA) P et (Ix[JA) P. Et puisque nous ne considérons que les
énoncés dont les paramétres sont des ensemblescailection A n'est pas un ensemble, alors cem@&Es
désigneront respectivementX[| AX)] P et [Ix]|AX)] P, ou A(x) est I'énoncé a une libre défgant la
collection A. Il est clair que les parametres fliex | A(x)] P et [Ix | A(x)] P sont tous des ensembles car c'est
le cas pour A(X).

iii. Enoncés restreints a une collection

Etant donnés une collection Y définie par un éndlaéne variable libre Y(x) et un énoncé dont tous les
paramétres sont des élémentsYdela restrictionde E &Y , notée'E, est I'énoncé obtenu en remplacant partout
dans E [x par X|Y(x) , ce quientraine quelx estremplacé parflx |Y(x)

Il est clair que :
- Si E ne comporte pas de quantificateurs (&aite les symboleS et(]) , alors E est E lui-méme.
- Si E est nonF , alors E est nonF'.
- Si E est Bu G , alorsEest FouG'.
- Si E estlxF, alorsE estx(Y(x) et F"), soit [X]|Y(X)] F'. Ce quientraine que
si E estOxF, alorsE est Ox(Y(x) = F'), soit [x|Y(X)]F".

Il est clair aussi que le fait de restreindre nospps a la collectionlU des ensembles signifie que pour tout
énoncé E, Eest E lui-méme. Ainsild est la collection définie par x =x
De méme,[x et [x sous-entendent respectivement 0 U et Ox O U.

c. Subéléments d'une collection. Collections transres. Cloture transitive d'une collection

Définition
On dira de la collection A qu'elle @sansitive si tout élément de A est une partie de A.

Lemme
Etant donnée une collection A, les éléments deils &xistent), sont aussi des ensembles.

En effet, U étant transitif, A est une partie @€ Les éléments de A sont donc des élémentélddonc sont des
ensembles.

Définition
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Soit une collection A. On dit que A estdabélémentd'ordre 0 de A. Pour un entier n, on dira qu'useerble a
est un subélément d'ordre n+1 de A si a est unefiediun subélément d'ordre n deThaut subélément de A
autre que A est appelé sobélément strictde A. Il est clair que la collection des subélémetricts de A est une
collection transitive. On l'appelle &6ture transitive de Aet on la noteCI(A).

« THEOREME 1

Si A est une collectiotransitive alors A satisfait #xiome d'extensionnalit@utrement dit, si a et b sont deux
éléments de A ayaigs mémes éléments daksalors a = b.

En effet, A étant transitive, tous les élémentadt b sont dans A. Donc si a et b ont les météesedits dans A,
ils ont tout simplement les mémes éléments en daet collections. L'axiome d'extensionnalité impes
collections implique donc que a = b. En particudieec A =U, on le

« THEOREME 2 :Théoréme d'extensionnalité pour les ensembles
Si deux ensembles a et b ont les mémes élémeuts, al = b.

Formule : Ox Oy [0z (zOx = zOy) = x=y]

d. Axiome de I'ensemble vide

La collection U n'aura un intérét que s'il existe au moins un eBe, ce qui est assuré par I'axiome suivant :
* AXIOME : Axiome de I'ensemble vide.

Il existe un ensemble n'ayant aucun (ensemble cpeidraent.
Formule : x[Oy (yOX) ]

Si v un ensemble n'ayant aucun ensemble comme gi¢abers v ne posséde aucun autre objet a coméneeél,
car alors d'aprés le lemme précédent , a serahsemble, ce qui est contradictoire. Donc I .4l n'existe donc
gu'un seul ensemble vide.

O sera aussi noté.

e. Paire et singleton

Soient dewensembles et b et la collection p définie par :[Ixp = X =a ou x =h . Cette collection est
appeléepaire (au sens large) et on la note {a, b }. C'estpaiee au sens strict si ab. Sia=b, onla note
alors {a } et on l'appellsingleton

On ne peut pour l'instant pas affirmer que pouredesembles a et b , la paire {a, b } est un ebgem

f. Axiome de I'ensemble des parties

Etant donné un ensemble a, il existe un ensedasieles éléments sont lessemblesnclus dans a.

Cet ensemble est notB(a).
Formule:Ox Oy 0z [z20y - (Ot Oz)(t0x)]

* Pour tout ensemble a, comime] a , on a don&! O P(a) . En particuliet] O P(0). Or O est la seule partie
de0. DoncP(d) = {0} notél. Il estclair aussi qu@({U}) ={0, {0} = {0, 1} noté 2. On dispose
donc ainsi d'une premiére paire.

4. Relations fonctionnelles. Schéma de remplacement

a. Relations fonctionnelles

i. Définition
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Soit R(% , ... , % Y) une relation & k+1 arguments. On dit queecettation estonctionnelle & k arguments (par
rapport a la variable y) si :

Oxg ... Oxe Oy Oy [R(X, o, % Y) €8 RO, % Y) = Y =Y']

Il est alors d'usage d'introduire un nouveau symbBlet de noter la relation y = IF(x.. , %). F est appelé une
fonction a k argumentd.es parameétres de R sont aussi appelgsesnéetres de F

La collection définie par la relation a k argumentdly [y = F(% , ... , %)] est appelée Idomainede R (ou
encore de F) , et on le noteom F. La collection : (X, ... % [y = F(% , ... , )] est appelé@nagede R (ou
encore de F), et on la noten F.

il. Fonctions. Applications. Familles

Le cas particulier le plus important est bien sfluicou F est unéonction a un argumenr(on dira simplement
fonction). Du reste, on verra plus loin que toute fonctiok arguments peut se ramener a une fonction a un
argument. Dom F est la collection des ensemblestayse images et Im F est la collection des ensesrdpyant

un antécédent. Plus précisément, Im F est la ¢ofedes images des éléments de Dom F.

Si F est une fonction et si x ety sont des ebsesrtels que y = F(x) , alors on dit que y éstdgede x par F
ou que x est uantécédentle y.

Soit une collection A . La collectionik [x O A et y=F(x)], ouen abrégélX 0 A)[y = F(x)] , est appelée
image globale de A par Fou par abus de langagmage de A par E On la note F< A >, C'est la collection
des ensembles ayant un antécédent dans A par Fla @ote aussi{ F(x) ; xOA } , ou { F(X) }xaga , Ou
quelquefois { Fx }xoa.

Posons D = Dom F. On dit aussi que F estfangélle indexéepar D, et on la noté F(x) oo 0ou quelquefois
(Fx)xap- OnaalorsimF = F<D> =F<DomF> = {F(X) }yop -

Si A est une collection telle que D A, alors I'écriture ( F(X) hga désignera la famille (F(x)p.

Il faut se garder de confondre I'image de A pé&ilelle existe) , F(A) , avec l'imaggobalede A par F, F< A>,

qui elle existe toujours.

Si F est une fonction et si A et B sont ddkections, il est clair qu'alors,

AOB = F<A>0 F<B>.

Soit une F fonction et A une collection telleeqidom FOI A. Soit une collection B telle que ImFB. On dit
alors que F est urfenction de A dans BSi de plus Dom F = A, on dit alors que F es application deA
dansB , ou que F est unapplication définie surA et a valeurs dan®, ou encore que F est une famille
d'éléments d8 indexée par A. Il est clair que si F est fonctialors F est une application de Dom F dans Im
F.

iii. Applications particulieres

- Larelation binaire X ou yOO est une relation fonctionnelle triviale.
On appelle cette relaticepplication vide oufamille vide et on la note ausdil. |l est clair que pour toute
fonction F, F& < DomF=0 - ImF=0.
A et B étant des collections, on dira questl'application vide deA dans B.

- Larelation XJA et y=x est fonctionnelle. On la note y = (&). C'est la fonctiondentité sur A. Pour
tout élément x de A, on a:d€k) = x . Tout élément de A est donc sa propre &netgson propre antécédent
par 1.

Ona Dom (Id) =Im(Idy) = A.

- Larelation XJA et y=b,ou A estune collection et b un ensemise fonctionnelle. Notons-la y =
F(x). C'estune fonctionconstantesur A Pour tout ensemble x de A, ona: F(x) =b. Qnom F = A
et
ImF = {b}

iv. Composition de deux fonctions
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Soient F et G deux fonctions. Larelationy [y = F(x) et z = G(y)] estfonctionnelle par rapport ®n la
note
z = (GoF) (x).Lafonction H=G oF eppalée lcomposéede Fet G.

v. Restriction d'une fonction a une collection

Si F est une fonction et A une collection, alorsdiation : x(0 A et y = F(x) est aussi fonctionnelle qu'on
notera: y=F'(x). F'est notJA estappeléeestrictionde F a A.

En effet, soient des ensemblesyxet y'. On suppose que:

XxOA et y=F(x)] et [xOA et y=F(X)]. Il en découle immédiatement que=yy'.

B étant une collection, (FA)B est simplement noté CACB. Il est clair que BAOB = HIBOA. Il est
évident aussique si BB, alors FAIOB = HIA. En particulier ona: BACA = HIA et FDom
F=F.

Dom (FJA) est la relation :Oy [x O A et y = F(x)] . Or cette relation est équivalente ax:0 A et Oy [y =
F(x)] c'est-a-dire A» Dom F. Onadonc :Dom (FOA) = A n DomF.

Im (FOA) estlacollectionx [x DA et y=F(x)].OnadoncIm(FOA) = F<A> = {F(X) }xoa

En particulier Dom (BJ )=0 ,donc EO = (FX) o =0, et Im(EO) = F<O> = {FX) koo
= [.

On en déduit que :
- F<A> = F<ADomF>
- Si DomH] A, alors Dom (EA)=DomF et F<A> =1ImF.
- Si AO DomF, alors Dom (BA) = A, donc F<A>0 ImF. Dans ce cas, on a pourAx,
(FZA)(x) = F(x). Plus généralement, on a le résultaiant :
- Soient Fet G deux fonctions et A une atiten telle que AD Dom Fn Dom G . Alors dire que pour tout
xOA,
ona F(x) =G(x), revient a dire quellAF= GLA .

vi. Applications injectives, surjectives, bijects/e

Soient deux collections A et B et F une applaatjfau sens large indiqué ci-dessus) de A dansnBliOque F

est undnjection de A dans B (ou egtjective si pour tous éléments aeta'de A,ona: Haf(@) = a=
a'.

On dit que A esinjectable dans B, et on écrit M B, s'il existe une injection de A dans B. En jgatier, toute
partie A d'une collection B est injectable dansHR. effet, la restriction de gda A est injection de A dans B,
gu'on appelle injectionanoniquede A dans B.

On dit que F est urgurjection de A sur B (ou esturjectivg si F< A > = B. On écrira Aurj B pour signifier
gu'il existe une surjection de A sur B.

On dit que F est unigijection de A sur B (ou eshijective si elle est injective et surjective. Les colleas A et
B sont alors ditegquipotentes et on écrit Aégp B.

On établit alors aisément les propriétés classigquesntes :
- AinjB et BinjC = Ainj C

- AsurjB et BsurjC= AsurjC d'ou

- AégpBet BégpC= AégpC

Si F est une bijection de A sur B, alors daiproque de la relation y = F(x) est aus® uelation
fonctionnelle bijective notée y ='f). On dit alors que F et’Fsont des bijections réciproques. Ona y = F(x)
-~ x=FYy). De méme, on vérifie trés aisément que sitias partie de A et Y une partie de B, on a :

Y = F<X> < X = F'<Y>. Enparticulier,comme ImF = F<B& > ,ona donc
DomF = F<ImF >

Sur toute collection A, |d est une bijection. Si F est une bijection des#x B, ona:
FloF =1d et FoF=lc.

b. Schéma de remplacement
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Pour toute fonction F et pour tout ensemblefa<,a > est un ensemble

Ce schéma traduit le fait que pour toute foncticet pour tout ensemble a, il existe un ensemblé ldsréléments
sont les images des éléments de a par F.

Formule:Ox, ..0Ox [Ox Oy Oy' [R(X, Y, %, ., %) €t RX, ¥V %, ..., %) = y=VY]
= Ot OwvOv [vOw = (Cu 0Ot R(U, V, %y ey X)] ]

Cette formule est appes&Ehémacar elle consiste en fait en une liste infinigaenules, une pour chaque formule
R(X,VY, %, ..., %) ayant au moins deux variables libres.

i. Théoréme de la paire

Etant donnés deux ensembles a et b, il existeseneble dont les éléments sont a et b.
Autrement dit, pour tous ensembles a et b, la daireb} est un ensemble.

Nous avons déja les ensembles [0 =et 1={1} etla paire {0, 1} =P(1).

Soit larelation: (x =0et y=a) ou (x =1et y=Dh). Il est clair qu'elle est fonctionneliotons la y = F(x).
Ona F(0)=a et F(1) =b. Dom F est I'ensemff], 1} . Evidlemment F< {0, 1} > est la collém {a , b} qui
donc est un ensemble d'apres le schéma de remgatem

En particulier, pour un ensemble a , le singletahdst un ensemble.

ii. Schéma de compréhension

Etant donnés un ensembke et un énoncéP(x) a une variable libre, I'énoncé x 0 a et P(x) définit un
ensemble

En effet, soit b la collection définie pafxa et P(x). La relation binaire: y = gt P(x) est fonctionnelle.
Notons la y = F(x). Le schéma de remplacementigue que F< a > est un ensemble. Or F< a >dé&fsti par

[x [xOa et y = F(x)], c'est-a-direlx [x(a et y=x et P(x)], ouencorex[y=x et xOb], c'est-a-
dire yO b, d'ou b=F<a> estunensemble.

Ce schéma traduit le fait que pour ensemble a @t fooite propriété P, il existe un ensemble b demEléments
sont ceux de a vérifiant P. L'ensemble b sarfois noté { x O A ; P(x) }. C'est la notation dite en
compréhension

Lemme
a étant un ensemble, toute partie de a est un blesem

En effet, soit une collection bl a. L'énoncé Xb équivaut a : Xa et xOb. D'aprés le schéma de
compréhension, b est donc un ensemble.

iii. Différence de deux collections (Troncature de collection)

Soient deux collections A et B. La collection OxA et x(O B est la différence de A et B(ou collection A
tronquée de B). On la note A — B. Si en particulier B est une partie de A , aloks— B est appelé le
complémentaire de B dans A

Si A est un ensemble, il est clair que d'aprésthe€ma de compréhension, -/ est un ensemble.

Lemme 1
Si A est une collection et X une partiede A,an&a-(A-X) = X.
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SoitXJA.Ona: X1 A-(A-X) = XOA et non[xO(A-X)]

= xOA et non[x OA et non(xOX)] = xOA et (xOA ou xOX)

= xXOA et xOA)ou (xOA et xOX) = xOA et xOX) = xO X .
C.Q.F.D.

Lemme 2

Soient une collection A et X et Y deux parties’déOn a : XxXgy - A-Y O A-X.

Si XOY alors (OX = x0OY) donc (Y = xOX). Doncsi XI(A-Y) alors
xOA et xdOY donc XJA et xOX donc XI(A-X) dou AY O AX
Réciproquement, si A O A-X alors [X(A-Y) = xO(A-X)] donc

[xOA etxOY = xOA et xOX] donc phon(xOA etxOX) = non(xOA et xO
Y)ldonc (xOA ou xOX = xUOA oux0OY). Etcomme XX = xOA, onadonc XX
= x0OVY,dou XOY. C.Q.F.D.

5. Réunion et intersection d'une collection. Axiomde la réunion
a. Réunion d'une collection

i. Définitions

Soit unecollectionA et soit la collection R définie par : xR < (Oy O A)(xOy). On la note: U y ,ou
yOA

encoreréu (A) et on I'appelle laéunion de la collection A.

En fait, réu (A) est la collection des subélématibrdre deux de A, c'est-a-dire la collection éiésnents des
éléments de A.

En particulier, si A est une paire {b, c}, aloréu (A) est noté ¢ , lire "bunionc". Dansce cas,ona
xOR < xObouxOc.

On remarquera que R est une collection dans Iploasgénéral ou b et c sont des collections.sancas la
collection R sera aussi notél[bc .

ii. Axiome de la réunion

Pour tout ensemble aréu (a) est un ensemhle

Cela signifie que pour tout ensemble a, il existeensemble dont les éléments sont les élémentsiéleents de
la;'ormule: Ox Oy Oz [z Dy = (@0Ox)(z1)] .

b. Intersection d'une collection

Soit unecollection A et soit la collection | définie par : X1 < (Oy O A)(xdy) . On la note: ﬂ y ,o0u
yOA
encore inter (A) et on l'appelleihtersection de A.

En particulier, si A est une paire {b, c}, alonger (A) estnoté In c , lire "binterc". Dans ce cas, ona
xOl = xObetxOc.

On remarquera que | est une collection dans lgpkessgénéral ou b et c¢ sont des collections.sancas la
collection | sera aussi notérbc .

Si deux collections A et B sont telles quenAB =1 , alors on dit que A et B sodisjointes. A et B n'‘ont aucun
élément commun. En particulier, pour toute coitettA, ona: An 0O =0.

c. Réunion et intersection d'une famille
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i. Définition

Soit F une fonction et | un ensemble

réu (F<1>) est noté aussU Fi et inter (F<1>) est noté aussiﬂ Fi
idl igl
Dans le cas ou | est le domaine deréu, (F<I1>) = réu({F}m) = U F, estappelé ledunion de
i0l
la famille (F ) et: inter (F<I1>) =inter ({F; }im) = ﬂ F; est appelé latersection de la famille
idl
(Ric -
Le schéma de remplacement et lI'axiome de réurésarent que si | est un ensemble, antsJ F  estun
i0l
ensemble.
Il est trivial que la réunion d'une famille vide g&le.
Il est également trivial que l'intersection d'uamiile vide est la collectio® toute entiére.
Si | est un ensembleon vide, on peut considérer un élémende 1. 1l est alors évident que :
ﬂ F = Fob n ﬂ F , ce qui, d'aprés le schéma de compréhension impﬁqeem F estun
i0l i0l iol
ensemble.
En particulier, si X est une collection non vidater (X) = m X estunensemble.
XX
Lemme
a et b étant deux ensembles;] & est un ensemble.
Il suffit d'appliquer I'axiome de réunion a la gafa , b}.
Etant donné un nombre fini (au sens intuitif) dembles a, ..., @ , on peut construire par récurrence I'ensemble

noté
a0 ...04a,. Parexemple I'ensemblel@a [0 g est (ald &) 0 a . L'ensemble &1 ...0 g, 0 g+ €st
(&0 ... Oa,) 0 ager -

ii. Ensembles finis. Ordinaux finis

Etant donné un nombre fini (au sens intuitif) dembles a, ..., @ , on peut construire par récurrence l'ensemble
noté {a, ..., a}dontles éléments sont a...,a.0na {a,..,a}={a;} 0..0{a}

Nous pouvons maintenant construire une collectiensgmbles qui seront désormais ce que nous ampeslle
entiers naturelsAssocions, par récurrence, a chaque entier ifntuitensemble, appelérdinal fini, de la fagcon
suivante :

0=0

1={0}={00}
2={0,1}={00, {0}
3={0,1,2} ={0, {0} {0.{0}}}

Il est aisé de vérifier que les ensembles ainsstroits sont distincts. Les relations intuitivemfriorité < et de
supériorité > dans les entiers se confondent @nsrdinaux finis avec les relations et []

Remarque :
Dans certaines théories les notiormdihal fini et dentier intuitif ne coincident pas. Il n'en est pas ainsi dans la

théorie ici exposée.
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On dira d'un ensemble X qu'il dsti s'il est équipotent a un ordinal fini. Il esfini dans le cas contraire.
Soit I'ensemble A = {4, ..., & }. Si les éléments de A sont distincts, alorsti®am est lenombre d'élémentsu
le cardinal de A. Onle notd]AQ ou Card (A) ou Card A.

Alors les propriétés suivantes sont évidentes :
- Toute partie B de A est finie, et on[@BO< n.
- L'ensemble des parties de ®(a) , est fini et on a OP(a)d=2".
- Silesensemblga..., a sontfinis, alors réu (A) Z&l ...0 a, est un ensemble fini et on a
réu (A= kg +...+k , ou k,..,k sontles cardinaux respectifs des, a. , 3 supposés disjoints. Si
aetb sont deux ensembles, on a de faconaéné&] b= [al+ Cb-Canb.

La collection des ordinaux finis est notée Toute collection équipotenteudest dite infinidénombrable

Définition

Soit une collection A. On appelteiite d'éléments dé toute application devdans A.

Si n est un entier, on appe#aite finie d'éléments de A toute application s de n dans'éntler n est appelé la
longueur de la suite et on la notgs). Donc I(s) = Dom s [J est lasuite vide donc de longueur O.

d. Recouvrements et partitions

Soitun ensemble A et F = ;(fy une famille de parties de A. On dit que la faenil est umecouvrementde
Asi A :U A .

il
Il est clair que toute famille est un recouvrenmamtsa réunion. On dit que le recouvrement F espartdion de
A si pour tous indices distincts i et j ,; &t A sont disjoints. La partition F est di&ictesi tout A est non
vide.

Un exemple de partition Soient deux collections non vides A et B urfe application non vide de A dans B et

| =Imf. Pour toutlil, soit A la collection définie par : A et f(x) = i.Si A estunensemble, alors les
schémas de remplacement et de compréhension iraptique | et les Asont des ensembles. Il est évident que
les A opérent une partition stricte de A. Si | n'ea$ pn ensemble, dans ce cas A ne l'est pas nonHRuus
idl, A; n'est pas forcément un ensemble. F F);¢A n'est donc pas une famille a proprement parlepobrtant

la relation {0O1)(xOA;) a un sens et n'est autre que la collection Ajuwen écrit : A :U A;. On dira donc
idl
que la famille, au sens extrapolé, de collectidng;{ est une partition stricte de A.

6. Relations dans la collection des ensembles

a. Propriétés d'une relation binaire

Soit une relation binaire R(X, y), qu'on noterasausR y. Soient a, b, ¢ trois ensembles. Onaiit B est :
- réflexivesi aRb= aRaet bRb.

- symétriquesi: aRb= bRa.

- antisymétriquesi: aRbet bRa= a=h.

- transitivesi: aRbet bRc=aRc.

Remarque
La transitivité définie ici (pour une relation birgg ne doit pas étre confondue avec celle défpoer une

collection X.

b. Relation d'équivalence

On dit que R est unelation d'équivalencesi R est réflexive, symétrique et transitive.
On appelle lelomainede R la collection définie par x R x..

Par exemple la relation = est une relation diédjehce de domaindl.
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R sera souvent noté. On note alors que la réciproque de R est Rt(eenséquence de sa symétrie). Si a est
un élément du domaine de R, la collection défirdie x R a est appelé lalasse d'équivalenage a.

c. Relation d'ordre

i. Relation d'ordre au sens large

On dit que R est unelation d'ordre (au sens largei R est réflexive, antisymétrique et transitive.
On appelle lelomainede R la collection définie par x R x .

Par exemple la relationl est une relation d'ordre de domalie

R sera souvent noté et sa réciproque. Lesrelations x<y et xZy et x=y et xZy sont alors
respectivement notées < et On dit que R edbtalesi pour tous éléments a et b du domaine de Rba et
sontcomparablepour R, c'est-a-direona: aRb ouR &.

ii. Relation d'ordre au sens strict

Soit une collection D et une relation binaire »ROn dit que R est une relatiorodire strictsur D si R est
transitive dans D et si pour tous objetsaetBdena: aRb= non(bRa)
On dit que D est ldomainede R si pour tous objetsaetbde D,ona: baR aOD et bOD.

Une relation d'ordre strict est souvent notée tsagéciproque >.

Remarque :

Si < est une relation d'ordre large de domaine Delation < qui lui correspond est une relatiardie strict
de domaine D.

De méme si < est une relation d'ordre strict@maine D, larelation: XD et yOD et (Xx<y ou x=Y)
est une relation d'ordre large de domaine D.

7. Produit de deux ensembles. Ensemble des applicats d'un ensemble a
dans un ensemble b. Produit d'une famille

a. Couples, n — uplets et suites

Si a et b sont deux ensembles, I'ensemble {{a} KB est noté (a, b) et appetduple
Le seul intérét de cette définition est le :

+ THEOREME 1
(a,b)et(a',b") étantdeux couples,(ai,b)=(a',b) ,alors a=a' et bb:

- Si a=b alors (a, b) ={{a}} donc est un siaghn. (a', b") est donc aussi un singleton, @orch',

donc {{a}}={{a'}} d'ou a=a'=b=D"

- Si azb ,(a,b) estune paire stricte, il en de mpog (a', b"). Comme {{a} ,{a, b}} ={{a} .{a', b}}.
Ona: soit {a}={a',b} et {a,b}={a} (ce quiestimpossible car un singletorpest étre égal a
une paire stricte) , soit {a}={a} et{a,b}={a', b} (laseule possibilitt)nen déduitque a=a’,
donc aussi b =Db'

Sia, b, c sont trois ensembles, on apgejdet (a, b, c) le couple (a, (b, c)).

De méme umuadruplet (a, b, c,d) estle couple (a, (b, 0,d)

De facon générale, pour tout entier n > 0,nle uplet x =(a; , &, ..., &), encore notéa)q, , est le couple
(&, (&, ..., @) . nestappelé lfongueurdu n-uplet.

Il résulte de la propriété d'un couple que si; , @, ..., @) = (a, az, ..., &) alors
q=a , 3=a , .., A= a.
a, est appelé la-éme projectiondu n-uplet x = (a, &, ... , & et on la notgr;(x).
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La suite (la famille ou l'application) videé est appelé@-uplet.

Pour deux ensembles a et b, il existe une seulécappn de {a} dans {b}. En particulier, l'applidan de {0}
dans {a} est appelék-uplet et noté (a).

Etant donnée une suite s de longueur n, en noupas $, on associe & s le n-upleg (s... , §.1) désigné ici
par f(s). Réciproquement, a tout n-uplet a ,(a. , @) correspond la suite s définie par s(i-1); fpaur 1<i <

n. On a donc

fa(s) = a. Sous réserve que les suites sont des bleseni est clair que,fest une bijection de la collection des
suites de longueur n sur la collection des n-upletaur cette raison on assimilera en pratigquie finiede
longueur n etn-uplet

Soit une collection X et un entier n. La colleatides n-uplets (X ..., %) telsque xOX , ..., xOX
est noté X. En particulier la collection des n-uplets &ist.

. THEOREME 2

Etant donné un entier n , a toute relation a nraeguis R(x, ... , %) correspond une unique collection r de n-
uplets. Réciproquement, a toute collection r delets correspond une unique relation a n argumtss, ... ,
Xn)-

En effet a toute relation a n arguments |R(x. , %), il suffit d'associer la collection r définiap R(x , ..., X%).
Réciproquement, a toute collection r de n-upletsassocie la relation a n arguments ;|R(x , ) :

X, ) 0Or.

Ce théoréme nous permet de considérer désormaiglation a n arguments comme une collection dpletst.

Remarque :
La notion de famill€x,)i;; indexée par un ensemble | généralise en fait lmmake n-uplet(x;)ig, assimilé. Il est
alors naturel d'appeler aussiplet une famille indexée par I.

Désormais lorsqu'on parlera fEmille x = (%)in , la collection des indices |, sauf précision cainé, sera un
ensemblel'ensemble x est appelé larojection d'indice i de la familleou du n-uplet, et on le nofer; (x). Soit
A un ensemble de I- uplets. L'ensemble des prajectindice il des éléments de A est nofgr; < A >.

b. Produit de deux ensembles

+ THEOREME 2
Soient deux ensembles a et b. La collection deplesu(x , y) tels que Kl a et yO b estun ensemble appelé
produitde a et b. On le notea x b.

En effet, considérons la collection c¢(z) xQa(@ Ob)z = (x,y)]. Il suffit de montrer que steune
partie d'un ensemble. Soit un élément z de c. Orza= (x,y) = {{x} {x,y}} ou xOa et y(lb. xety sont
donc des éléments dellab. {x} et {x, y} sont donc des éléments @a ] b). Donc z = {{x} ,{x, y}} est une
partie de I'ensemble
P(al b). C.Q.F.D.

Si A et B sont des collections, la collection desples (x, y) tels que X A et y[1B est aussi notée AB et
on l'appelle produit des collections A et B.

c. Graphes

On appellegraphetoute collection de couples, c'est-a-dire toutgi@ale U . Une relation binaire sera donc
assimilée a son graphe.

On dit d'un graphe G qu'il eltnctionnelsi la relation binaire qui lui correspond l'est.

Une fonction, une application, ou une famille, sdoac désormais un graphe fonctionnel. Dans cemasG >
et

pr.< G > ne sont rien d'autre que le domaine et djende la fonction. On les notera donc Dom Gne(G.
Pour que G soit un ensemble, il suffit (d'apréscleéma de remplacement) que<ps > le soit.

38



d. Ensemble des applications d'un ensemble a dans wensemble b et produit d'une
famille

+ THEOREME 1
Soient deux ensembles a et b. La collection dplcagions de a dans b est un ensemble.

Car une application de a dans b est un grapheléaimaine est une partie de a et dont l'imagepange de b.
C'est donc une partie de xa . Donc la collectionf /7C définie par : f est application de a dans bencore
notée f:a - b estéquivalente a:

fra-b et fJARaxb) .Donc C= Cn P@xhb). Or Cn Paxb) estunensemble d'aprés le
schéma de compréhension.
C est notéb?.

Attention: Cette notation ne doit pas étre confondue avemiation en exposant YEadoptée pour les énoncés
restreints.

En particulier, si a est un entier n" kst I'ensemble des suites finis d'éléments de lbreyueur n. La réunion

U b" est alors la collection des suites finies d'éléside b. On la note(b).
nJw

On peut étendre cette définition au cas ou B msetaollection et a un ensemble. Il est clair gokéma de
remplacement assure qu'une application de a damst Bn ensemble, donc on peut parler de la caledes
applications de a dans B, qu'on notera a@Ssi

+ THEOREME 2

Soit un ensemble | et i, une famille indexée par |. Appelons B la rélmiU F, de cette famille. On
i0l
considere la collection z /7 C définie par :
z:1-B et (L41)[z() JF] . C estunensemble appptéduit de la famillgF)g , et noté |_| Fi.
101
En effet il est clair que pour tout élément z de @st un élément dé.Bdbonc C = O B'.

Définition.

Soit une collectiortransitive U munie d'une relation binaire, notée On dit que U est umodéle centrabu
encore est untéorie centrale des ensembhlesU satisfait :

- l'axiome d'extensionnalité

- l'axiome de I'ensemble vide

- l'axiome de lI'ensemble des parties

- le schéma de remplacement

- l'axiome de la réunion

Les théories des ensembles vont se différencietegaaxiomes qui vont se greffer sur ce "noyauitred. La

théorie des univers est obtenue par I'adjonctitmthéorie centrale de deux autres axiomes quinsémtroduits
ultérieurement.
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Théorie de 1998
Il . Ordinaux et cardinaux

Nous abordons ici les ordinaux et les cardinauxsqut les prolongements naturels des entiersofis garmi les
outils les plus vitaux pour le développement d'tivémrie des ensembles. Leur sont étroitement le&egelations
de bon ordre.

1. Collections bien ordonnées
a. Définition

Soit une relation d'ordre R de domaine est unecidin D. On dit que R est une relationtds ordresur D si
toute partie X non vide de D a un plus petit élémeZet élément est aussi appeléiaimum de X.
Si R est une relation d'ordre large (resp. staat)appellera relation de bon ordre large (resjzts

Une collection bien ordonnée est un couple deectitins (D, R) tel que R D? et tel que R soit une relation de
bon ordre de domaine D. S'il n'y a pas d'ambigiitéR, on parlera simplement de la collection lmietonnée D.
On peut remarquer que si D ou R n'est pas un dieete "couple” (D, R) est simplement la donnéexde
collections D et R prises dans cet ordre. On padénsemble bien ordonné si D est un ensewidfes, ce cas R
l'est aussi.

Par exemple :Si D={0,1,2,3} et R={»,(0,3),(2,0),(2,1),(2,3), (3, 1)} I'ensemble D est bien
ordonnée par R qui est une relation de bon ordiet sur D. R'=R1{(0,0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)} est une
relation de bon ordre large sur D. On vérifie queest le minimum de D pour ces ordres, car I'ocdrgéré a D
est {2, 0, 3, 1}. Du reste, sur un ensemble fimiite relation d'ordre total est un bon ordre.

Il est clair que si D est un ensemble, la coltettiX des relations binaires sur D est aussi uerahke, puisque si
R OX, alors RO D? donc RO P(D?), donc XO P(D?). En particulier, la collection des bons ordresBest un
ensemble.

Remarque
Si (D, R) est bien ordonné, alors R est totalelsUEn effet deux éléments a et b de D sont toujoarsparables

par R puisque la partie {a , b} de D admet un mimin pour R.

Si D' est une partie de D , on vérifie que latieta R' définie par XID' et yOD' et x Ry estaussiune
relation de bon ordre de domaine D'. On dit quedR''ordreinduit par R sur D'. Il est clair que R R. On dit
aussi que D' est bien ordonnée par R. Il est évigiessi que si R est un bon ordre large (resgtlssur D, alors
R' est un bon ordre large (resp. strict) sur D'.

b. Segment initial d'une collection bien ordonnée

Soit (A, R) une collection bien ordonnée. On natgénéralement les relations xRy x=y et xR et
X#y par £ et <, leurs réciproques étant bien &liret >. Lorsqu'on parlera désormais de colledtiem
ordonnée (A, R), l'ordre R sera sous-entendu gitictqu'a chaque ordre large correspond un ordt st vice
versa.

Soit ul A. Le plus petit élément u' de A supérieur a'il égiste) est appelé Ieuccesseude u pour R. u' est
alors leprédécesseude u. Un élément de distinct du minimunet qui n'a pas de prédécesseur pour R est dit
limite pour R.

Soit s A. On dit que s est usegment initialde A si pour tout X1 s, tout élément de A strictement inférieur
a x appartient a s. Bien entendu A est un segmitial de A.

Soient u et v deux éléments de A. La collectiol & et u<x et x<v estnotée [u,¥[r ou S (A, R).
Siaest le minimum de A, cette collection estiéglente & XxJ A et x<v, qu'on note par [a,~#k ou $(A,
R) . S'il n'y a aucune ambiguité sur A et R, ondtera [a, v[ ou \S.

Il est clair que pour deux éléments u et vdesiAy < v, alors [a, u[ estune partie strifse vI.
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Toute partie s de A est un segment initial de &t Seulementsi s =A ou s = [a, upvec UJA.

En effet si s# A, on peut considérer le minimum u de A n'appaabt pas a s. Pour toufxA,

Six< u alorsxXds.

Six =2 u, alors XJ s sinon on aurait U s. On en déduit que s = [a, u[. En particukerpourra étre noté |[a,
WYr.

Si s# A, ondit que s est un segment inigg&ict de A.

S'il existe un élément b de s n'appartenant arasegment initiaktrict de s, il est clair qu'un tel élément est
unique. On dit alors que b egtlément maximale s, qui sera alors noté [a, b]. Si b a un ssme c alors s est
un segment initial strict de A, etona s =qa,

On dit que (A, R) , ou que l'ordre R , est pltemier degrésur A si tout segment initiagtrict de A est un
ensemble. Les collections bien ordonnées que namens a considérer seront implicitement supposées d
premier degré, car on verra que tous les bons @rdrde sont pas forcément.

c. Ensembles bien ordonnés
Dans cette partie (A, R) est ensemblédien ordonné. (A, R) est alors du premier degré.

+  THEOREME
La réunion de toute famille de segments initiauxAdest un segment initial de A. L'intersection daté famille
de segments initiaux de A est un segment initiahde

En effet, soit (¥ une famille de segments initiaux de A et sogtaséunion. Soit Xl s. Alors x appartient a un
s. Comme sest un segment initial de A, tout élément y dielique y < x appartient a,sdonc y appartient a la
réunion s, ce qui fait de s un segment initial deSéit s' l'intersection de la famille et soit]='. z appartient a
tous les s. Tout élément u de A tel que u < z appartients, donc a s', qui est donc aussi un segmentlinitia

Corollaire 1:
s étant un segment initial de A la réunion de fesssegments initiaux de s est un segmentlidi¢ias. Il en est
de méme pour l'intersection de tous les segmeitisuix de s.

Notons As I'ensemble des segments initiaux stdeté. Munissons As de la relati@h qu'on notera égalemesnt
Onale:

Corollaire 2 :
Tout ensemble X des segments initiaux stricts g@#séde un minimum pour <, qui est inter (X).

En effet, soit X' 'ensemble des éléments x déeld\que [a, x[ soit un élément de X. A étamtooné, on peut
considérer le minimumgde X' pour la relation < (dans A). Il est clairegoour tout x de X', on &g < X donc

[a, %[ < [a, x[.

[a, x[ est donc le minimum de X pour la relation < (glaks). Il est clair aussi que [ag[x'est autre que
l'intersection des éléments de X.

La conséquence immédiate de ce lemme est que JAst«in ensemble bien ordonné. On a pour deuxeélsn
etvde A, u < ve [a U< [a V[, cequientraine en particulierque=w = [a,u[= [a, V[

En fait, nous avons ainsi établi isomorphismeal'ensembles bien ordonnés entre A et As. Graee'pumelage”,
on peut en pratique assimiler un élément de A gmeat initial strict qu'il définit. Cette notionisbmorphisme
sera examinée plus loin.

d. Démonstrations et définitions par induction sures collections bien ordonnées

Le plus grand intérét des collections bien ordoanést qu'elles permettent un mode de démonstratiale
définition qui généralise le raisonnement par nianoe sur les entiers, savoird@monstrationou la définition
par induction

+ THEOREME 1 :Principe de démonstration par induction.

Soit (A, <) une collection bien ordonnée et r@ gollection.
Si (xOA)([a,xOP = xdP) alors Al P.
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La collection P exprime une propriété. Ce théoraffieme que si on a prouvé que pour touf A , la véracité
de la propriété pour tout élément de A stricteniefétrieur a x entraine sa véracité pour x , alarpropriété est
vraie pour tout élément de A.

En effet, supposons démontré:0x(C A) ([a, x| O P = xOP). Montrons alors que cela entraine :

(Ox O A)(x O P).

Supposons qu'il existe XA tel que xO P. A étant bien ordonné, on peut donc considérsrinimum x de
Atel que x O P. Cela veut dire que pour toutlyA tel que y < ¥, ona yI1P. Orlacollection Y1 A et y<
Xp est précisément [ag[xOn a donc [a,¢k O P, ce qui d'aprées I'nypothése entraing #, d'ou la contradiction.
Onadonc Ix OA)(x OP). C.Q.F.D.

En particulier, ce théoréme est utile paiéfinir un certain type d'application f de A dans uneexibn B. Soit
xOA. On veut associer a x son image f(x). On commexoes par supposer que f (y) a été définie poutr yade
A tel que y < x. Si avec cette hypothésesaitdéfinir f(x), alors f est définie pour touf?d. Tout réside dans le
fait de "savoir définir f(x) a partir des f(y) pouy < x ". f est alors déterminée par la donném drocédé
permettant de définir f(x) a partir des f(y). Vogore que doit étre précisément ce procédé.

« THEOREME 2 :Principe de définition par induction.

Soient (A, <) une collection bien ordonnée (derpier degré), W une collection, M la collection dgplications
définies sur les segments initiaux stricts de A& ealeurs dans W , et H une application de M dén#\lors il
existe une application F de A dans W telle que poutr XJA, F(x) =H (F1S;). Et F estla seule application
ayant cette propriété.

Démontrons ce théoréme par étapes.

Etape 1
Soit B un segment initial de A. S'il existe une laggtion f de B dans W telle que pour toutI® , on ait :
f(x) = H( fS)) , alors f est unique.

Supposons qu'il existe une application g ayanégebpriété. Montrons par induction qu'on a alg(x) = f(x) ,
pour tout XIB. On suppose donc que pour toufBy tel que y <x,ona g(y) = f(y). On a alagslS, = IS,
donc H(dJS,) = H(fOS,) soit g(x) =f(x) . C.Q.F.D.

L'application f étant unique on la noterg du f si B = §, pour WA. Nous dirons ici, pour simplifier les
propos, que "gfexiste" pour signifier qu'il existe une applicatif de B dans W telle que pour touflB, on ait

f(x) = H(I S).

Etape 2
Soit B un segment initial de A. Si fexiste, alors pour tout OB , f, existe et ona : ,f=fgOS.
Réciproquement, si pour touf 1B, f; existe, alorsgf existe.

- Supposons que Existe. Soient XB et yO S,. Ona ¥IB, donc #(y) = H(ztO0S) . On a aussi
Bly)= (BOS) (y). Pour 1S, , ona @S, , donc 4(z) = (8OS)(z) dou
B80S = (BOSY)OS, , donc HEODS))=H[(GOS)OS ], dou @EOS)(y) =H[(RBOIS)OS],
pour ¥1S,. Donc fexisteetona »f= {0OS.

- Réciproguement, supposons que pour tduB,x f, existe. Soit alors F I'application de B dans \firoke par
F(x) = H({) , pour XIB. Soit yIS,. Ona F(y) = H{j). §estun segment initial strict dg Sdonc
d'apres ce quiprécéde,  {0S, , donc H(f) = H(,OS) = fi(y) , donc F(y) =dy) ., pour ¥IS;
donc ES = f,,dou F(x) = H(BS;), pourtout XIB ; ce qui veut dire queg = F existe.
C.Q.F.D.

Etape 3
fp existe.

En effet, d'aprés I'étape précédente, il suffitattr que pour tout XA, f, existe, ce que I'on montre par

induction. Soit XJIA . Supposons que pour tout1ys, , f, existe. D'aprés le méme lemme, algrexiste. Donc
gue pour tout XA, f, existe. C.Q.F.D.
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Le théoreme est donc démontré. |l apparait d'diggaité F(x) = H(E S, ), que l'application H est [grocédé
permettant de définir F(x) connaissariil & , c'est-a-dire les valeurs de F pour les y < x.

Ce théoréme admet le corollaire un peu plus fabieant ;

Corollaire

Soient (A, <) une collection bien ordonnée (du premier degvé)ine collectionM' la collection desmagesdes
applications définies sur les segments initiauictstrdeA et a valeurs dan¥/ , et H' une application d&1' dans

W. Alors il existe une applicatioR de A dansW telle que pour toutxdA, F(X)=H' (F<$ >).Et Festla
seule application ayant cette propriété.

I suffit d'appliquer le théoréme avec H défini d&dans W tel que HY) = H'(Im ). On a alors pourA ,
F(x) = H(AIS,) = H[Im(AJS)] = H(F<&>). C.QF.D.

On verra plus loin quelques utilisations partioi@ent importantes de ce théoréeme, notamment asc |
ordinaux.

2. Les ordinaux

a. Les collections ordinales

On dit qu'une collectior est unecollection ordinale si elle vérifie les deux conditions suivantes :
1. a est transitive.
2. Larelationd est un bon ordre strict sor

Sia est un ensemble, on dit alors qu'il esbutinal .

L'énoncé <« est un ordinab> peut étre exprimée par une formule a une variblile sans parametres notée
On(a) qui définit la collectiorOn des ordinaux.

On vérifie que les entiers, appelés par anticipatimlinaux finis sont bien des ordinaux. En particulier on vérifie
que les ensembles , {d} , {O,{O}} notés 0 , 1 , 2 sont des ordinaux.

La relation] sera avec les ordinaux noté <.

b. Propriétés élémentaires des collections ordined

Lemme 1:
Sia est une collection ordinale, alors @J=est le minimum de.

En effet, soit a le minimum d Si a# 0, alors a posséde un élément b forcément distmet guisque l'ordre
O est strict. a étant transitif, b est aussi un élémentidé est donc plus petit que a danse qui contredit la
propriété de a.

Lemme 2
Si a est une collection ordinale, alans a.

Cela découle immédiatement de ce que l'oftiesst strict suni. Pour tout élément x de ona XIx. Sial
a, on a alor& (J a, donc contradiction.

Lemme 3:
Soit une collection ordinale. Une partie s da est un segment initial ag si et seulement si elle est transitive.

En effet, dire que s est un segment initial sigrnifiue si un élémeftdea appartient a s, alors tout élémentde
appartient a s, autrement dit s est transitivee@déduit immédiatement le

Lemme 4:
Soit une collection ordinale et soit s un segment initial de Alors : ou bien s = oubien $la.

Lemme 5:
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Si a est une collection ordinale, tout élémpBrdea est un ordinal.

- Il est clair queB est un ensembl@. est transitif. En effet soit B . Si xO b, onaalors X1b et b (il
est évident que b et x sont aussi des élémenty.dea relation] étant transitive dars, il vient que xO 3,
donc b B.

- Il est clair aussi que étant transitif@ 0 a. La relationd induit donc un bon ordre strict spir

Lemme 6:
Les éléments d'une collection ordinalsont ses segments initiaux stricts. Ona := [0,q[ .

C'est la conséquence directe des lemmes 3, 4 et5b

+ THEOREME 1

Toute collection non vide X d'ordinaux a un minima pour la relatiori]l. Cet élément est l'intersection
de X.

a = inter (X). Il est acquis que est un ensemble. Montrons que c'est un ordinal.

- o est transitif. En effet, sofg un élément da. B appartient donc a tout ordinalde X.u étant transitif, on a
3 O .. DoncB O a.

- Il estimmédiat quél induit un bon ordre strict sur, puisquex est une partie d'ordinal.

Montrons quea [0 X. Il est clair quen est une partie transitive de tout élémgeiake X. Supposons que pour tout
puOX,onait a#p. Alors le lemme 4 implique que O u , donca O inter (X), ou a O a, ce qui est
impossible. Il existe dong [0 X tel que a = u, en d'autres termea 0 X. Le lemme 4 assure donc que pour
tout élément de X distinctdex, o Ov. C.Q.F.D.

La conséquence immédiate de ce théoréme est le :

Lemme 7:
Soienta et} deux ordinaux. On a : soitt =3, soit a O3, soit B Oa.

Il suffit d'appliquer le théoréme en prenant pout'@hsemble §, B}. Il est clair que pour les ordinaux, la relation
< (c'est-a-dire larelation Xy ou x=y), n'estautre que la relation d'inclusion

Une collection X d'ordinaux est bien ordonnéelpaelation]. La conséquence immédiate est le

Lemme 8
Pour qu'une collection X d'ordinaux soit une adilen ordinale, il faut et il suffit qu'elle sdiansitive.

Exemple important

La collectionOn des ordinaux est une collection ordinale. En effetst clair queOn est transitive. Mai©n n'est
pas un ordinal, sinon on aur&n [0 On ,ce qui d'aprés le lemme 2 est impossible pourcafiection ordinale.
Mais puisqueOn posséde tout de méme les caractéristiques ddinabron I'appellera léransordinal de U.
L'ordre surOn est du premier degré, car les segments initiaugtstde On sont les ordinaux. Une collection
ordinale est donc so@n, soit un ordinal.

Soit une collection X. La collection des ordinaypartenant aX est notéeOn(X). On(U) est dondOn.

« THEOREME 2
La réunion d'une collection X d'ordinaux est unkection ordinale.

La réunionp de X est une collection d'ordinaux. Il suffit dode montrer que est transitive. Soita O p. «
appartient a un ordingl de X. On adona O u , donca O p. p est donc une collection ordinale. C.Q.F.D.
Il est clair que si X est un ensemble, ajpest un ordinal.

En particulier, la réunion d'une famille)o d'ordinaux est un ordinal.

Lemme 9:
Etant donné uensemblé d'ordinaux , il existe un ordinal supérieur agdes éléments de X.
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Il est clair que l'ordinalp = réu (X) posseéde la propriété cherchée, cart éimmé un élémernt de X, sip <a
c'est-a-dire sp 0 a , alorsp O p , ce qui est impossible. Il est clair qouest le plus petit ordinal supérieur aux
éléments de X, autrement ditbarne supérieurele X. En effet, pour tout ordinl<p, p appartient forcément a
un élément de X et donc ne peut étre supériewsalés éléments de X.

Sia est un ordinalg O {a} est aussi un ordinal. En effet c'est un enserdldedinaux. Tout élément aed {a}
est soit un élément de soit égal ao. Dans les deux cas, cet élément est une partiedtinc dea 00 {a}. Le
successeudea est l'ordinala 00 {a}, qu'on note a + 1. C'est le plus petit ordinal supérieunaEn effet, sif3
est un ordinal tel que

B >a, cela signifie alors que O 3. On a ausso O B. Donc B O a O {a}, c'est-a-direl = a+1.

Tout ordinalnon nulqui n'est pas un successeur est dionice.

On peut a présent donner une autre définition ddisaux finis. Un ordinal edtni s'il a un prédécesseur et s'il en
est de méme pour tous ses éléments. On rappelldansecette théorie, les ordinaux finis se confohdeec les
ordinaux associés au entiers intuitifs.

Une collection ordinale non finie est ditdinie. Il est évident qu'une collection ordinale limite aginie (mais
on verra que l'inverse n'est pas forcément vE) particulier, le transordin&n est limite, car sOn avait un
prédécesseur, a serait donc un ordinal et par voie de conséqusoneuccesse@n.

La collectionw des ordinaux finis est ordinale puisque transitiee est limite car s'il avait un prédécesseun
serait un ordinal fini, donc aussi son successeurll est clair quew est laplus petitecollection ordinale limite
(donc infinie). On verra ultérieurement, moyenndlatitres axiomes, queest un ensemble.

c. Définitions par induction sur les collections alinales

« THEOREME

Soient 6 est une collection ordinale, W une collection, &cbllection des applications définies sur lesrmadk
o <0 et a valeurs dans W , et H une application deaksd/V. Alors il existe une application F @ledans W
telle que pour touth <6, on ait: f@) = H( fla) . F est la seule application ayant cette progriét

C'est I'application directe du théoreme 1. d. 2.

Cas patrticulier important:
H traduit unprocédépermettant de définir &) a partir des f), pour B <a . f est alors déterminée par ce
procédé. Ce théoréme a un intérét particulier leesqV =U et 6 =On, plus généralement lorsque W est une
collection universelleU (il en sera question plus loin) e® = On (U) le transordinal de U. Encore plus
généralement, on suppose duest non vide et que la collection W posséde lepnptés suivantes (ce qui est le
cas deOnet Y) :
- 8OwW
- W est transitive
- Pour toute famille (¥, d'éléments de W indexée paiw , I'ensembIeLJ X; estun élément de W.

igl
Soient alors une application T de W dans W Et\. On définit I'application H de M dans W par :
H(O)=u etpour f1M-{0O}, H(®) = U TB) ] .

LODomf
Il existe alors une unique application F&ldans W telle que pour toafl6, on ait :
F(o) = H(E).OnaalorsF(0) =H({[O) =u etpoura >0 , F§)= U T[ (FOo) (B) ]
BODom(F|a)
Ona Dom (Ea) =a , donc poura >0 etpB0a ona (Fa) (B)=F@), dou F(a)= U TIFP)].

Bl
F est donc déterminée par la seule donnée deTi.&i u =0 , alors F est seulement déterminée par T, cas alor
l'expression FY() = U T[F@)] s'applique aussi & = 0.

Ba
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W étant transitive, pour towt(16 , les ensembles &) et T[ F@) ] sont des parties de W. On définit par
extrapolation F) = U T[F (@)]. Il estclair que F{) 0 W. Mais la collection ) n'est pas forcément un

allg
ensemble, a moins que W le soit.

3. Isomorphismes de collections bien ordonnées

Etablissons maintenant des liens entre Ibsations bien ordonnées et les collections ordisal
a. Définition et propriétés

Dans cette partie (A, R) et (A, R') sont deubtemtions bien ordonnées (du premier degré). LdsesrR et R'

sont indifferemment notées <, bien qu'il ne s&gEas des mémes ordrégsest unesurjectionde A sur A'. a et
a' sont les plus petits éléments respectifs de A'de
Onadonc f<A> = A\

Définition
On dit qued est unsomorphisme(de collections bien ordonnéede (A, R) sur (A, R), ou encore de A sur A’
s'il n'y a pas d'ambiguité sur R et R', sifous éléments xetyde A,ona: X<« ¢(X) < §(y).

On suppose dans cette partie guest un isomorphisme de A sur A'. On dit alors $&ment que A et A" sont
isomorphes

Lemme 1
¢ est une bijection de A sur A' et ab6a).

Puisquep est surjective, il suffit de montrer qu'elle egective. Soient x et y des éléments de A tels gu&) =
¢(y). Supposons alors ¥y . Si x <y, alors on ap(x) < ¢(y), d'ou une contradiction. Idemsi x > yorig
X =Y.

a' =¢(a). En effet, supposons qu'il existe un élémedelA' tel que b'< a'. Soit alorElA tel que b’ =p(b). On
a donc

b < a, ce qui contredit le fait que a est le mumin de A. C.Q.F.D.

Il est clair que la bijection réciproqe™ est un isomorphisme de A’ sur A. On vérifie égalenmue sip est un
isomorphisme de (A', R") sur (A", R"), alor$ 0 ¢ est un isomorphisme de (A, R) sur (A", R").

Lemme 2
Dire qued est un isomorphisme de A sur A', revient a dire gaur tout X1A,ona: ¢<[a, Xx[> = [a',

(L -
Cette égalité signifie que I'image d'un segmeittsie A est un segment initial strict de A",

- Supposons que pour toutl&, ¢ <[a, x[ > = [a'9(X)[ . Il est alors immédiat que pour g, si y<x,
alors  yl[a, X[, donc ¢(y) O [a",¢(X)[ d'ou  (y) < (X).
A linverse, pour ¥ A, si ¢(y) <d(X), alorsd(y) O[a,¢(X)[. Si y =x, on auraitd(y) = d(x), ca qui
est contradictoire. Et si y > x , on adafla, y[ donc¢(x) O[a",d(y)[, donc ¢(x) <d(y), ce qui est
aussi contradictoire, donc y<x.Onadoy <x = ¢(y) <d(x), donc f est un isomorphisme.

- Réciproqguement, gi est un isomorphisme, est alors une bijection. On a pour tous élémemetsyxde A,
y < X = ¢(y)<d(x), ce quiimplique qued <[a, x[ > O [a,¢(x)[ et quep™<[a,¢()[> O [a x[,
c'est-a-dire [ah(x)[ O ¢<[a,x[> doud<[a,x[>= [a p(X)|]. C.Q.F.D.

Lemme 3
Si deux ordinawa eta' sont isomorphes, alos = a', et I'isomorphisme est l'application 4 Idou simplement
Id).

Démontrons-le par induction sar Soit$ un isomorphisme de sura'. Pour tout&0a , on posé = ¢(). Soit
BOa. Supposons que pour tquil, W'=n. Ona: ¢ <[0,B[>=[0,B = B'. Or [0,B estl'ensemble des
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donc degt, pourpp ; donc ' = B. Donc pour touOa, ¢(B) =P d'ou ¢ =1d, . Par conséquent’' =¢ <a >
=ldy<a> =a. C.Q.F.D.

Lemme 4

Soit B un segment initial de A. S'il existe un ptau(t, ¢) , out est une collection ordinale ¢tun isomorphisme
de B surt, alors le couplet(, §) est unique.t est alors appelé lgpe d'ordre de (B, <).T sera aussi not&B,
<) ou ©(B) s'il n'y a pas d'ambiguité sur <.

En effet, supposons qu'il existe un autre coupley( ) solution.  ~* est un isomorphisme dé sur B et¢ est un
isomorphisme de B sur, donc ¢ o~ est un isomorphisme d@esurt . On a alors d'aprés le lemme 3

=1 et pop™r=1d, dou ¢ =y. C.QF.D.

L'unique isomorphismé est ici notéag . Si B = [a, X[ , avecXA, alorsdg sera simplement not,. On dira ici,
pour simplifier les propos, quég existe" pour signifier que B est isomorphe a usiéection ordinale.

+ THEOREME 1
Toute collection bien ordonnée est isomorphe acotiection ordinale.

Soit (A, <) une collection bieardonnée. Utilisons le théoreme 2.c pour constuuire application f de A dar®n
qui établit un isomorphisme de (A, <) sur un segnmatial T deOn. Désignons par a le minimum de A.

Soit xO A. On suppose f définie pour touttyja, x| etquona f(y) = f<[a,y[>. @nalors pour tout ¥
[a, X[,

f<fa, y[> =1(y) =[O, f(y)l.

a = f<|[a, x[ > esttransitif. En effet, so@ O a. Il existe y[I[a, X[ tel que f(y) 8, donc

f<[a,y[>=B. Soit§ OPB. & estdonc limage d'un élément de [a, y[ , dona dlément de [a, X[ , dor&cl a.

a est donc un ordinal, on pose alors (> = f est donc entierement définie sur A et onargout XJ A,
f<[a,x[> =a = [0,a] =[O0, f(X)[ , ce qui montre que f est un isomoigme de Asur f<A>=.

La collectiont est transitive. En effet, saifit. o est Iimage d'un élémentx de A. Ona f<[a&xF a. Soit
B Oa. B estalors I'image d'un élément y de [a, X[ , ddoa élément de A, d'of3(It. T est donc une collection
ordinale, qui est alors tgpe d'ordrede A. C.Q.F.D.

Corollaire
Tout ensemble bien ordonné est isomorphe a unairdioute transcollection bien ordonnée (du prerdegreé)
est isomorphe @n.

Soient (A, <) une collection bien ordonnée et=1(A) , et f lisomorphisme de A sar. Si A est un ensemble,
comme f<A>=, le schéma de compréhension assure alors gaeun ensemble, donc un ordinal. Mais si A
est une transcollection, alors= On. En effet sit est un ensemble, comme f est bijective, ona<t> = A, et le
méme schéma entrainerait donc que A est un ensecebigii est contradictoire. C.Q.F.D.

+ THEOREME 2
Soit (A, <) une collection bien ordonnée et soittBA. L'ordre induit par R sur B est aussi noté @n a alors
1(B) < 1(A). Etside plus B est majoré on a ala(8) < 1(A).

Posonsi =1(A) et B =1(B) . Désignons par a et b les plus petits élémasgectifs de AetB et parf etg les
isomorphismes respectifs de A et B sur leurs tgpasire. On a g(b) =f(a) = 0.

Montrons d'abord par induction que pour toufl B, ona g(xx f(x).

Supposons que pour toutllyB tel que y<x,ona g(¥ f(y). Onaaussi f(y) <f(x) donc g(y) < f(xre

qui signifie que g <[b, %[> O [0, f(x)[ c'est-a-dire [0, g(x)[J [0, f(x)[ donc g(x)1 f(x), ou g(X)< f(x) .
Ensuite, puisque (] a, pour XJA, on a donc aussi g(XJ a, donc g <B > $ 0 a, c'est-a-diref < a.

Si de plus B est majoré, il existe alors[A tel que pour tout XI B, ona x <m. On a alors f(r)p. En effet
supposons f(m) g O B. Alors il existe uIB tel que g(u) ... Comme u < m, on a également f(u) < f(m).
D'autre part comme U B, on a aussi g(u f(u), donc g(u) < f(m), c'est-a-dige< 1, ce qui est impossible.
Donc f(m) O B, ce qui implique queB < f(m). Comme f(m)J a, on a don® <a. C.Q.F.D.

Corollaire
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Sia est un ordinal et a une partiealealors 1(a) < a. Et si a est majoré, alora) <a .
Immédiat, cart(a) = a.

b. Construction de bons ordres

Examinons ici quelques fagons d'obtenir un boneoédpartir de bons ordres.

i. Bon ordre induit par équipotence.

Soit (A, <) une collection bien ordonnée et undemtion A' équipotente & A et une bijection fAlsur A'. Pour
tous éléments x' ety de A' on définit la rielatR' par: x' <' y' = f1(x) < f1(y). On vérifie aisément
gue <' est une relation de bon ordre sur A'. Iblétalors un isomorphisme de (A, <) sur (A", <')Si (A, <) et
onat(A) = T(A).

On remarquera que si le type d'ordre est imposé(Aak), par contre l'ordre sur A' dépend du chdi la
bijection f. En pratique A sera souvent une coitecbrdinalea. Dans ce cas on a bien enteng") = a.

ii. Produit lexicographique de deux collections bi@rdonnées
Soient (A, <1) , ... , (A, <) n collections ordonnéesvec n=2 . On se propose de munir le produit A #<A
..x A, d'un ordre noté '< et appelé leproduit lexicographique des ordres «, ..., S .

La relation & porte donc sur deux n-uplets x (x.,%) et y=(y,..,¥ . Onpose:

x <ty = XZzy et X<y, ou k est le plus petit entier tel quezxyx .

On vérifie aisément que"<est une relation d'ordre stricte sur A.

En particulier, si les (A<) sont des collectionisien ordonnées, montrons alors qué st un bon ordre sur A.
En effet, soit X = X une partie non vide de A. Pour tout i, avecik n, on considére la partie des n-uplets
de X, ayant la plus petite projection d'indice i, no#éeau sens du bon ordre sur A. Le n- uplet (g, ... ,6)
est alors le plus petit élément de X cherché.

En d'autres termes, on commence par retenir desegté de X, ceux qui ont la plus petite des pressiér
projections, puis dans ceux-ci ceux qui ont la glaetite des secondes projections, et ainsi de. dtitedernier,
ceux qui restent de ce filtrage successif se difféient uniquement par leur n-iéme projection. éfent alors
celui qui possede la plus petite.

Remarque
Les bons ordres; <sont supposés implicitement du premier degré. G, le produit lexicographiqué ginsi

obtenu n'est pas forcément du premier degré. é diexemple, on peut considérer le produit €uf. Il est clair
que la partie A des éléments @&’ de la forme (Op) , avec o O On, est un segment initial strict d®n?
isomorphe &0n, donc A ne peut étre un ensemble, dont ntest pas du premier degré s@n’ et plus
généralement sudrk.

iii. Fusionnement d'une famille bien ordonnée d'eambles bien ordonnés
Soit une famille [ (A <) Jim une famille d'ensembles bien ordonnés indexéamansemble ordonné (I, <).

On suppose, pour éliminer les situations triviaige | est non vide, ainsi que chaque A

On se propose de munir d'un bon ordge la réunion A =U A; de la famille (&) .

i0l
Soit un élément x de A. Appelons ici le rang deet notons-le r(x) , le plus petit indice k (ans de I'ordre <
sur 1), tel que XJ Ay . Notons par A'l'ensemble des éléments de A de rang i . lllastgue la famille (A)ig

est une partition stricte de A et que A&t une partie de;A
Soient x ety sont deux éléments de A. On défimitA la relation< par :

X<y = rx) <r(y) ou (rx)=ry)=k et x s vy)

Vérifions que la relation< ainsi définie est un bon ordre sur A. Soit ungtiparon vide X de A. On considére
alors la partie Y des éléments de X de rang minimalY est donc une partie de,Aet donc de 4 . Il est alors
évident que le plus petit élément de Y (au ser®dire <, sur A,) est le plus petit élément de A pour l'ordxe

On dit que l'ordre< est obtenu pdusionnementdes ordres <
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Remarque :
Cette définition peut étre étendue au cas paréicutiu | est un ensemble fini ou une collection niefi

dénombrable et les;des collections. Dans ce cas, il ne s'agit pasedfamille” au sens restreint du terme, mais
les raisonnements précédents restent valables.

iv. Exemples

1.

Soit une collection bien ordonnée (C, <). &) la collection des suites finies d'éléments deS0it
x=(c, .., unélément de(C). C' est donc la collection des suites finies de Codglieur n . On peut
munir C' du produit lexicographique, qu'on notera" <Les C opérent une partition s@(C), donc le rang
de tout élément x de "On'est autre que sa longueur. Par fusionnementdées 5 , on muni 6(C) d'un
bon ordre <.

Ici également, la relatiex peut ne pas étre du premier degré, bien que (Estupposé I'étre .

Soit une collection ordinal® . On se propose de muna(8) d'une relation de bon ordre guemier degré
notée<, d'une fagon différente de la précédente, maistiisant aussi l'ordre lexicographiqué. <

Soit x =4, ... ,a,) un élément de(B). Notons par sup(x) le plus grand des, qu'on appelleraicile
maximum de x, et I(X) =n la longueunde

Pour deux élément x et y d€0) , on pose: x< Yy siet seulement sil'une des trois conditismsantes
(qui s'excluent mutuellement) est vérifiée :

= sup(x) <sup(y)

= sup(x) =sup(y) et I(x) < I(y)

= sup(x)=sup(y) et I(x)=1Iy) et x <vy.

Il est aisé de constater que deux éléments x et g(@) sont toujours comparables pouk , puisque x ety
sont comparables par leurs maxima, a défaut pes lengueurs et a défaut par I'ordre lexicographiqu
0 est bien sdr le plus petit élémentaf8).

Soit un élément x dex(8). Montrons que la collection, notée [0, x[des éléments y d€0) tels que y<

x est un ensemble. En effet, sqit = sup(x). Il est clair que sup(yx p, donc yO o(u+1l) qui est un
ensemble, et par conséquent [0,gdi est donc un sous-ensembleafg+1), ce qui montre que les éventuels
segments initiaux stricts dg6) sont des ensembles.

Soit une partie non vide X dg8). Montrons que X admet un plus petit élément psgur En effet, soit Y la
partie des éléments de X ayant le plus petit ciesma des éléments de X et soit Z la partie dasdiés Y
ayant la plus petite des longueurs des éléments. dene nous reste qu'a effectuer une derniérectién
dans Z au moyen de l'ordre lexicographiqlie gui nous fournit alors le plus petit élément zZjequi est
évidemment le plus petit élément de X.

< est donc une relation de bon ordre, qui de pludwepremier degré. C.Q.F.D.

En particulier, sB = On, commes(On) n'est évidemment pas un ensemble, on en déduiédiatement que
o(On) est isomorphe @n, et on noteral cet isomorphisme.

De méme sb = w, pour tout X1 o(w) , comme [0, X1 o(u+l) , avequ = sup(x) qui est un ordinal fini, le
segment initial strict [0, X[ est donc ursemble fini donc est isomorphe a un ordinal firm. & déduit
immédiatement quE(w) est isomorphe a.

4. Les cardinaux

a. Théoreme de Cantor-Bernstein

Lemme 1
Soient un ensemble A et une applicatipnde P(A) dans P(A) croissante pour l'inclusion, c'est-a-dire tejlee

pour toutes parties X et Y de Aon ait: (XY = ¢(X) O ¢(Y). Alors il existe une plus petite partie E de
telle que

¢(E)=E.

Démonstration :
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Soit W I'ensemble des parties X de A telles q@€¢X) [0 X. W n'est pas vide car il est clair qugA) O A.
Alors soit E = inter (W) . On a B W. En effet pour tout ZW, ona HE1 Z, donc ¢(E) 0 ¢(Z). Commed(2)
0 Z, on a doncd(E) O Z, d'ou ¢(E) O E. Nous avons donc par la méme occasion montréEgqes le plus petit
élément de W.

Montrons a présent que [E ¢(E). En effet, commé(E) O E, on a donap( ¢(E) ) 0 $(E) donc ¢(E) O W, d'ou
E O ¢(E). On a donc en définitivé(E) = E. C.Q.F.D.

Lemme 2

Soient deux ensembles A et B, f une applicatierAdlans B et g une application de B dans A. istexdeux
parties A et A, de A etdeux parties;Bet B, de B telles que :

A, = A-A ; B = B-B; ; B =f<A> ; A= g<B>.

Démonstration :

Définissons l'applicationp de P(A) dans P(A) par: ¢(X) = A-g< B-f<X> >.Montrons que est
croissante.

Si X etY sont deux parties de A, si [XY ,alors f<X>0O f<Y>donc B-f<Y> 0O B-f<X>,
doncg<B-f<Y>> [0 g<B-f<X>>donc A g<B-f<X>> [0 A-g<B-f<Y>> cest-
a-dire ¢(X) O o(Y).

D'apres le lemme précédent, il existe une partie & telle que¢(E)= E. On pose alors ;A E. On adonc

A; =A-g< B-f<A;> >dou A-A; = A-(A-g< B-f<A;>>) = g< Bf<A;>>

On peut alors poser ,A= A-A; ; B=f<A> ; B=B-f<A;> Onaalors B=B-B; et A =g
< B,>.
C.Q.F.D.

+ THEOREMEde Cantor-Bernstein
Etant donnés deux ensembles A et B, s'il existenjaetion fde A dans B et une injection g Rldans A, alors
A et B sont équipotents.

Démonstration :
D'apres le lemme précédent, il existe deux partie®et A de A et deux parties;Bet B de B telles que :
A, =A-A;, ; B =B-B, ; B=f<A> ; A= g<B>.

On notera par f' larestrictionde f & At par g'larestriction de g & Bl est clair que f' est une bijection
de A sur B tandis que g ' est une bijection dg ®&ir A . Ceci nous suggére alors de définir une apjpicat
h de A dans B telle que pour touflxA :

- Si xOA; alors h(x) =f'(x).
- Si xOA, alors h(x) = g4(x).
Comme A et A sont disjoints, de méme que Bt B, il est alors évident que h est une bijectierAdsur B.

b. Propriétés élémentaires des collections cardires

On dira d'uneollection ordinale a qu'elle estardinale si elle n'est équipotente a aucun de ses éléntimtsest
un ensemble, alors on dit queest uncardinal. Il est facile de vérifier que les ordinaux fisisnt des cardinaux.
w est donc la collection des cardinaux finis. Clasplus petite collection cardinale infinie (elle peut étre
équipotente a un entier fini).

On dira d'une collection X qu'elle esardinablesi elle est équipotente a une collection ordinHlexiste alors
une plus petite collection ordinadeéquipotent a X.a est appelé laollection cardinalede X (ou lecardinal de
X'si X est un ensemble), et on la ndiXO ou Card(X) ou Card X, ce qui généralise ces notions introduites
pour les ensembles finis.

On a donc pour toute collection ordinalead] < o, et sia est cardinale, on@d = a. |l est clair qu'aucun
élément deDn, donc aucun ordinal, ne peut étre équipote@hale schéma de remplacement impliquerait alors
gueOn est un ensemble. DordOn1=On.

Lemme 1
Soienta et3 deux cardinaux. Sa inj B, alorsa < 3.
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En effet, sia > B, alors B O a donc B inj a , ce qui d'apres le théoréeme de Cantor-Bernstgitique que o
€gpp, ce qui contredit le fait que est un cardinal. C.Q.F.D.
On en déduit que sia inj B et Binja, alorsa =p.

Lemme 2
Soient X et Y deux ensembles cardinables. OnlXd < OYO = X inj Y

Eneffet,  XO< Y = [IXOOOYO = [OXOinj OYO Comme par définition

[(XOégp X et OYOdéqgp Y,onadonc: X imXO inj OvOinj Y, donc X injY.

Réciproquement, comme X ImKO et YinjOYO onadonc: XinjY = [OXOinj OYO donc d'apres le
lemme 1 on aX < OyO

Lemme 3
La réunion d'un ensemble de cardinaux est un cardin

Soit une collection X de cardinaux at=réu (X). L'ordinaki est la borne supérieure de X. Supposonsogest
équipotent a un de ses élémeght3 appartient nécessairement a un élémele X. On a donca éqpB et B O
y donc ainjy. D'autre parton 0 a, doncy inja, donc a égpy. Commea égpf, on a donc aussy égp
B, ce qui contredit le fait qug est un cardinal (puisqu'il est équipotent a séméht). C.Q.F.D.

On en déduit le

Lemme 4
La collection des cardinaux n'est pas un ensemble.

Car si cette collection était un ensemble X, laxiéin Kk de X serait un cardinal. Tout ordinal est akxgsipotent
a une partie de . Soit B la collection des bons ordres r sur pagie a de. Comme r est une partie de an a
donc aussi

r0k?, donc 0 P(x%) , donc B est un ensemble. Soit un ordimat f une bijection de sur une partie a de
Dans ce cas, f induit sur a un bon ordre r dotype esta . On peut définir I'application de B dan€On, qui a

tout élément r de B associe le type de r. Il est ue Imt = 1< B > =On puisque tout ordinal est un type
d'ordre. Comme B est un ensembile, il en résultedquest un ensemble, ce qui est impossible.

5. Axiome des univers

Nous pouvons maintenant aborder la notion d'univesis avons jusqu'ici opéré damsiverslU des ensembles.

Le but de la notion dhiversest de créer au sein 8edes ensembles offrant eux-mémes un cadre pouhénde
des ensembles. Chaque univers U est un élémentadtom univers U' qui se trouve alors étre unerthédes
ensembles plus forte que U.

Définition 1
Soit un ensemble U et soifld. Py(x) est I'ensemble des parties de x appartenant Alttement dit ,
Pu(x) =P(x) n U.

Définition 2
On dit d'unecollection U qu'elle estiniverselle si elle vérifie les conditions suivantes :

(Y O0Ou.
(W) U est transitif.

(Y) Pourtout XJU, Py(x) O U.
(W) Pourtout Xxd U, réu (x)OU.
(W) Pour tout MU et pour toute application fde |dans U, fx OU.

Si U est un ensemble, alors on dit que U estnivers.
Il est clair quell est une collection universelle.

Remarque :
La collection x est un universpeut étre exprimée par une formule élémentaire argument qu'on notera /7
Uv, car toutes les notions qui interviennent dardéfinition peuvent étre exprimées par des forsule
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Définition 3
On dira detout univers U gu'il est un 0- univers. Soit un ordinabi. On dira de U gu'il est una- univers si
pour tout X1 U et pour toutf <a , x appartient a un3- universappartenant a U.

Remarque :
Aucun univers ne peut étre exhibé dans un modéiaate On peut remarquer que sans)(UO serait una-

univers pour tout ordinak. Cette condition élimine donc ce cas trivial. Aeulde (U), il aurait été équivalent
d'exiger d'un univers qu'il soit non vide. L'existe dea- univers non vides est assurée par l'axiome stiyain
est I'axiome caractéristique de cette théorie :

a. Axiome des- univers
Ae . Pour tout ordinal @, tout ensemble appartient & ua- univers.

Cet axiome apparemment anodin permet l'existereeseimbles effroyablement colossaux. Nous examisezon
particulier les conséquences de ce théoréme qigevule immédiatement :

+ THEOREMEdes univers
Tout ensemble appartient a un univers

Trivial puisqu'un a- univers est un univers. Plus généralement, oh ganstater que si U est ar univers, alors
pour tout ordinalf3 <a , U est urf3- univers.

On dira d'uro- univers U qu'il estlimmensité a si U n'est pas uno+1- univers. Il est alors clair que pour tout
ordinalv > a , U n'est pas up- univers.

Pour un ordinaty, la collection desi- univers est notéé&Jv(a). On a dondJv(0) =Uv.

b. Propriétés fondamentales d'un univers

Lemme 1
Soit un ordinabr et soit un ensemble X. Il existe unt univers U incluant X.

En effet, d'aprés l'axiome précédent, il existeosrunivers U contenant X . Comme U est transitdr&aU inclut
X.

Lemme 2
U étant une collection universelle, sillaJ, alors toute partie de a est un élément de P(a) 0 U.

En effet, soit b1 a . Soit la relation R(x, y) : Bb et x =y. Il est clair que R est fonctionnelle. Nagdla y =
f(x). f<a> estdéfini par la relation Oxa et y = f(x) soit XJa et x(Ob et y=1f(x) soit Xlb et x =y, soit
y Ob, d'ou f<a> =b. Comme@aU, onadapres @ f<a>0U, donchdU.

On en déduit queP(a) O U, donc Py(a) =P(@)n U=P(a) douP(a)0U. C.Q.F.D.

En effet,P(a) 0 U. U étant transitifP(a) 0 U.

Lemme 3
U étant une collection universelle, si)¢ est une famille d'éléments de U indexée par émeéht | de U, alors

la réunion U X; estun élément de U.
idl
Ceci découle immédiatement degjlét (Ls). En effet U X =réu(x<I1>) = réu ({kn ), ol x est
idl

l'application de | dans U définie par x(i) = xpour Ol

+ THEOREME 1
Toute collection universelle satisfait 'axiomel@dasemble vide et I'axiome d'extensionnalité.
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Soit une collection universelle U. L'axiome de $emble vide dans U découle directement dg. (Et comme U
est transitif, il satisfait donc I'axiome d'extensialité.

« THEOREME 2
Toute collection universelle satisfait I'axiomeldeéunion.

C'est ce qu'exprime ()

+ THEOREME 3
Toute collection universelle satisfait I'axiomelgasemble des parties.

Cet axiome interprété dans une collection unividdlse formule :Pour toutx 0 U, il existe un élément dé
dont les éléments sont les partiesxdeppartenant a U. Le lemme 2 assure que toute partie de x estémetit
de U, donc l'axiome est satisfait a cause dg). (U

Définition

On considére une relation binaire R(X, y) de lamferxJU et yOU et r(x, y) , ou r(X, y) est une relation binaire
restreinte a U. (Alors tous les paramétres dey)(sont des éléments de U et tous ses quantificadistentiels
sont de la forméx 00 U et ses quantificateurs universels de la foriré]l U). Si R(x, y) est fonctionnelle dans
U, alors on dit que R(x, y) est une relatlddonctionnelle En notant R(x,y) par y= f(x), f estdouneU-
fonction.

+ THEOREME 4
Toute collection universelle U satisfait le schéearemplacement.

Autrement dit :Pour touteU-fonction et pourtoutD U, f<1> 0O U.
Immédiat, car f est un8l -fonction , donc (i) assure que f<I18& U.

U est donc un modele central. Cela veut dire que les résultats obtenus jusqu'ici sur la baseaxiesnes d'un
tel modéle peuvent étre transposés dans U. Ercpléetisi a et b sont des éléments de U, alopsie {a, b} est
un élément de U. La réunion de deux éléments det Ureélément de U, ce qui donne le

+  THEOREME 5 :Théoréme de I'infini.
La collection wdes ordinaux finis est un ensemble.

En effet, soit un univers U.0 =0 O U. Soit un ordinal fini n. Si AU, alors {n}0 U, donc ril{n} O
U, c'est-a-dire n+IJ U. La collectionw des ordinaux finis est donc un sous-ensemble ddodc est un
ensemble. C.Q.F.D.

L'énoncé : Il existe un ensemble x contendrit et tel que pour tout ¥/x , on ait y/7/{y} /7 x constitue
I'axiome de l'infini, qui bien sdr ici est un théoréme. La formule cqroesiante est :
k[ (yOx)[Oz(zOy)] et @OtOx)(CLUOX)[Ov (vOu = vt ou v =1t)]]

L'axiome des univers implique qu'il existe des ersvcontenanto. Il est clair que de tels univers satisfont alors
I'axiome de l'infini.

c. Transparties d'un univers
Définition
Soit U une collection universelle et A une parteeld. On dit que A est urteanspartie de U si A n'est pas un

élément de U.

Il est clair que la notion dganspartiepour une collection universelle U, généraliseecdiktranscollectiondans
le cas particulier dé(.

Lemme 1
Pour toute collection universelle U, U @n(U) sont des transparties de U.
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Si U0 U, nous aurions le paradoxe de Russell. En dffeftant un univers, toute partie de U est aussnént
de U. En patrticulier, soit la partie C des élémarde U tels que Xl x.Ona CJU. Onalors CTIC = CO
C.

Et siOn(U) O U, on auraitOn(U) 0 On(V), ce qui est impossible pour une collection pat®. C.Q.F.D.

Ce lemme généralise le faitquéd O U et OnO U .

Lemme 2
Soit U une collection universelle et X une partieldl X est un élément de U si et seulement si Yégsipotent a
un élément de U.

Si X est un élément de U, il est clair que X estiggtent a un élément de U.
Réciproquement, supposons que X est une partie @guipotente a un élément | de U. Spitine bijection de |
sur X. D'aprés (k) I'ensembled< | > ={d(i)}ig, ,qui n'estautre que X, est un élément de U.

Proposition

U étant une collection universell®n(U) est une collection ordinale. On I'appelledansordinal de U. On(U)
est une collection ordinale limite et est une atitn cardinale. Pour cette raison, on l'appellssade
transcardinal de U.

Posonst = On(U). 6 est effectivement une collection ordinale 8aest I'ensemble des ordinaux du modéle
central U. 8 est limite car sb avait un prédécessear on aurait bien évidemmeat] U, donc 8 =a+1 O U, ce

qui est impossible. Enfirf est une collection cardinale. La preuve en estdileexistait parmi les collections
ordinales équipotentes @ une collection ordinala plus petite qu®, a serait donc un élément 8alonc de UH
étant dés lors équipotente a un élément de Unlenke précédent assure glieest un élément de U, ce qui est
contradictoire. C.Q.F.D.

d. Axiome d'uniformité

On peut remarquer que dans un modele cergasls I'axiome de l'ensemble vide ou sans un axiome
impliquant I'existence d'au moins un ensemble, @peut exhiber le moindre ensemble. Mais dés quoeallspose
d'un ensemble a, on peut en "construire" d'autyesrtér de a. Le dernier axiome que nous allon®dhtire aura,
entre autres, pour conséquence que tout ensemitlétpe obtenu a partir de I'ensemble vide.

Définition

Soit une collection X qui (munie de la relatioh est un modele central et soit Y une partie de X.

On dit que Y (munie de la relatidn) est unmodéle intérieur de X si Y est un modéle central tel qDa(X) O
Y.

L'axiome que introduisons maintenant uniformisettes notions denodéle centralde collection universellget
demodeéle intérieurll s'énonce :

A, . Tout modeéle central est soild , soit un univers.

Lemme 1
Pour qu'une collection X soit une collection ungadle, il faut et il suffit qu'elle soit un modedentral.

En effet, si X est une collection universelle, i@ établi qu'alors X est un modéle central. isemment, si X est
un modeéle central, alors d'aprés l'axiome précédénést soitU, soit un univers qui sont des collections
universelles.

Lemme 2
Tout modele intérieur d&l est égal dA.

En effet, U étant un modeéle intérieur te U inclutOn, donc ne peut étre un univers.
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Théorie de 1998
Il . La collection universelle V. Le théoreme de

fondation

Ici 'examen de la hiérarchie cumulative des endembn liaison avec les univers.

1. Propriétés fondamentales de la collection V
a. Définition
Soit une collection universelle U. On définit padiction I'application V suivante d&@=0n(U) dans U :

V() =0
Pour un ordinab08 , V(a) = V, = U PIVB) ]
B<a

La réunion des ¥ est notée Y= Vony) , ou V(U) ou encore tout simplement V s'il n'pas d'ambiguité sur la
collection universelle U. Du reste, il est claregsi U est univers, I'application ainsi définie@ddans U est la
restriction 26 de la méme application définie @& dansU.

b. Propriétés fondamentales

Lemme 1
SiB<a alors O V,. Sif<a alors \ O Vg .

Enefet, v =) Pv) = U Pvo O U P

u<a u<p Bsp<a

o |J Py = V% donc YO V.
H<p
SiB<a ,on a évidemme (Vg) O V,. Comme ¥ OP (Vg),onendéduitque VO V,. C.Q.F.D.

On en déduit quél O V. En effet, pour tout ordinal non naa| 0 =V, OV, OV, OV.
Il est clair que cela signifie que V satisfait itaxe de I'ensemble vide.

Lemme 2
Pour tout ordinaf, on a V4.1 =P (V) et pour tout ordinal limitd ona \{ = U Vg
B<A
En effet, V.1 = U P(Vp) = U P (Vp). Commef<a, d'apres le lemme 1, onadong ¥ V.,

p<a+l B<a
donc P (Vg) O P (Vo) , donc M. =P (Vo) . On en deduit aussi que i est un ordinal limite, on a

= Pv) = U vea = U Vs

B<A B<A B<A

Définition 3
X étant un élément de V, on appel@g de x, et on noteg(x) le plus petit ordinad tel que X1 V,.

On peut remarquer que est obligatoirement un successeur. S'il étaitngmal limite, le lemme 2 impliquerait
qu'il existe un ordingB< a tel que xO Vg, ce qui contredit le caractére minimalale

Proposition 1
Pour tout X1V, tout élémenty de x estdans V, et rg€yxg(x).
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En effet, Soit XJV et soita = rg(x). Donc xJ V, . Par définition de Y, il existep <a tel que xO P (Vg) ,
donc x0O Vg . Soit yO x. On a donc y1 Vg. Donc rg(y)< B <a. C.Q.F.D.

Donc V est transitif. On a donc le :
Corollaire
o étant un ordinal Y est transitif.

En effet, si X1V, ,alorsp=rg(x)<a. Si yOx, commev =rg(y) <rg(x) , on a d'apres le lemme 1
V, OV, OVq,donc ydVq.

On en déduit aussi que V satisfait I'axiome d'esitemalité, comme c'est d'ailleurs le cas de taoléection
transitive.

Proposition 2
Soit un ordinabi. Pour tout X1 Vy, réu (X)O V.

En effet, B+1 = rg(x) < a. Donc xO Vg, donc xO Vg. Soit yOx. On a donc yJ Vg . Comme ¥ est
transitif, on a y1 V. Donc réu (x)O Vg, donc réu (x)O Vg, . Commef+1 < a onadonc ¥ OV,,
d'ou réu(x)dV,.C.Q.F.D.

V satisfait donc lI'axiome de la réunion.

Proposition 3
a étant un ordinal, pour tout XVy , P (X) O Vgs1.

En effet, B+1 = rg(x) < a. Donc xO V., donc xO Vg, donc? (x) O P (Vg) , doncP (X) O Ve,
c'est-a-direP () O Vgsyer O Ve  C.Q.F.D.

On en déduit immédiatement le :
Corollaire 1
a étant un ordinal limite, pour tout XV, , P (x) O V.

En effet, il existef<a tel que xOVg.OnaP (x)0O Ve O Vq.

Corollaire 2
V satisfait I'axiome de I'ensemble des parties.

Il s'agit de montrer que si a est un élément déedsemble b des parties deui sont dand/ est un élément de
Y,

Soit a = rg(a). D'apres la proposition précédeda) 0 Vq.1. Et comme V., est transitif, on a donf (a) O
Vq+1, C€ qui veut dire que toute partie de a est famonc b =P (a), donc bl Vy:. C.Q.F.D.

Proposition 4
Pour tout &JU, si adV ,alors &V.

Du fait queB est un ordinal limite, on a : V =g\ U V. Comme dJ Vg, tout élément x de a appartient & un
B<6

Vg donc rg(x)td 6. Soit I'ensemble r = {rg(x)}. . Comme &l U et comme U est une collection universellesil e

clair que r00 U, ce qui implique quep = réu (r) O U, donc p O 8. Pour tout XJ a, ona XJ V,. Il en résulte

que allV,,dol al P (Vy) = Ve , donc dlVe. C.Q.F.D.

Proposition 5
Tout ordinal a est un élément de V, et o a+1.
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Soit un ordinabi. Supposons que pour tduk o, on af OV et rg@) =B+1. Commen est une partie de V, le
corollaire précédent implique que V et que a O V., , oup est la borne supérieure d@s1. Pour touf<a ,
on aB+l<a doncp =a, donca O Vg, donc rgd) < a+1.

Proposition 6
V satisfait le schéma de remplacement.

En effet, soit f une fonctiodans V (donc telle que y = f(x) soit un énoncé restra V) et soit al V.
L'ensemble f<a > estune partie de V donc, d&afe la proposition 4, est un élément de V.

c. Le théoréme de fondation

« THEOREME 1
VOn = u

En effet, V satisfait les axiomes d'extensionngligoposition 1), de I'ensemble vide (lemme 1),laleéunion
(proposition 2), de I'ensemble des parties (prdiposi3), et le schéma de remplacement (proposiiprv est
donc un modeéle central. De plus V contient tousokesnaux de U. Donc V est un modéle intérieur deSIMJ =

U, alors le lemme II. 5. d. 2 implique que ME. C.Q.F.D.
Tout ensemble posséde un rang. On en déduit le

« THEOREME 2 :Théoréme de fondation

Pour tout ensemble non vide x il exist&/» tel que »x y =0.

Autrement dit, x posséde un élément y n‘ayantrmétément commun avec X.
On considére I'ensemble r des rangs des élémentsetie le minimum de r. Soit y un élément de x de rang
Tout élément de y est de rang strictement infé@gudonc ne peut étre un élément de x. C.Q.F.D.

L'énoncé de ce théoréme constitagibme de fondation Sa formule est :
Ox [ [z (Z0x) = (Oy Ox)[0Ot( tOx ou tOy)] ]

Corollaire:
Toute collection transitive X satisfait I'axiome fd@dation.

En effet, soit un élément non vide x de X. Il fendntrer que x posséde un élémeapypartenant &, tel que x et
y n'aient aucun élément commdans X. Le théoreme de fondation implique qu'il existe élément y de x
n'‘ayant aucun élément commun avec x. X étantithamy est aussi un élément de X. Et puisque ¥ atont

aucun élément commun, ils n'ont a fortiori auc#m&nt commun dans X.

En particulier tout univers U satisfait |'axiombe fondation.

d. Modele de Zermelo-Fraenkel

On dira dune théorie des ensembles qu'elle estoagiglm de Zermelo-Fraenkel (en abrégé ZF) si etisfai :
- l'axiome d'extensionnalité

- l'axiome de I'ensemble vide

- l'axiome de la réunion

- le schéma de remplacement

- l'axiome de lI'ensemble des parties

- l'axiome de linfini

- l'axiome de fondation.

ZF est donc un modéle central satisfaisant I'axiden#infini et I'axiome de fondation.
® est donc un modeéle de ZF. Si un univers U contiemiors U est aussi un modéle de ZF.
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2. Cloture transitive d'un ensemble
a. Généralités

Soient x , y deux collections et n un entier. @ira x 0O, y, ou y [ x pour signifier que x est un
subélément d'ordre nde y. On écrim0.y ou y 0O x pour signifier que x est un subélément y. Par
définition, x[Oy y signifie x=y et XJ; y signifie xOy. llestclairquesi X,y et yl,z, alors

X Omnn 2, donc la relation de subappartenancest transitive.

shy(x) désignera la collection des subéléments d'ardte x, pour n > 0.
shy(X) = {x} si x est un ensemble.

Lemme
La cléture transitivele x , CI(x) , est un ensemble.

En effet :
shy(x) = {x}
shi(xX)= x

shy(x) = réu (x)

Supposons que i) est un ensemble pour un entier n. Alors .16%) = réu ( sh(x) ) est aussi un ensemble.

La réunion des sfx) , pour rw, est donc un ensemble qui est I'ensemble deslésudts de x. On l'appelle la
cléture transitivdarge de x, et on la not€L(x). On a CL(x) = CI(x)J {x} et Cl(x) = CL(x)—{x}

Donc CI(x) est un ensemble. C.Q.F.D.

Remarque :
Si x n'est pas un ensemble, CL(x) n'est pas defilsque sk(x) n'est pas défini. En revanche,(sh est une

collection pour n > 0. Donc CI(x), qui est la réamides skx), est défini.

Il est alors facile d'établir les résultats suigamti s'étendent aux collections :
- Sixesttransitive alors CI(x) = x.
- Si yO, x,alors yO Cl(x), carles éléments d'un subélément denk@es subéléments stricts de x.
- Si yO, x, alors Cl(y)d CI(x), car les subéléments stricts d'un subélémerx sont des subéléments
stricts
dey.
- CI(x) =x0O réu ( Cl<x>), car les subéléments strictx dent les éléments de x et les subéléments stricts
des éléments de x.
- Si yOx, alors Cl(y)d CI(x)

b. Branches et arbres de fondation

Définition 1

Soitun n+l-uplet b =4a..., @) telquelonait: @O a 0O..0a . L'ensemble;aest donc un subélément
d'ordre i de @ La suite b est alors appelée umanche (finie) d'appartenandeclative a g@. n+1 est la longueur
de la branche. Si de plusg, =all, on dit alors que b est ubheanche de fondatiorfrelative a g).

Supposons qu'il existe une suite infinie d'ensemh = (.1, telle que pour tout entier n, on ait, & .1 .
Alors b est appelée uganche (infinie) d'appartenandeclative a g.

Une conséquence du théoréme de fondation est le

+ THEOREME 1
Il n‘existe pas de branche d'appartenance infinie.

En effet supposons qu'il existe une branche d's@pamce infinie b = (B, . Soit alors I'ensemble A= {B.,

. Alors pour tout entiern, on a.al0 A et au0a, , donc ga:0 An a . A possede donc un élément
commun avec chacun de ses éléments, ce qui cdrie¢déoréme de fondation. C.Q.F.D.

On déduit de ce théoréme le

Corollaire 1
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Aucun ensemble n'appartient & lui-méme. Et pluggdement, aucun ensemble n'est un subéléstéeitde lui-
méme.

En effet, si pour un ensemble a on avaitJaa, alors il existerait une suite, la suite com&ta(a= a hn, telle
guon ait @ Oay. , Ce qu'on peut écrire : @ala ... .Si d}a , avec n>0, on aurait ce qui est appelé des
cycles d'appartenanceu'on peut schématiser par : Cab, O... O b,y OaOb, O... C.Q.F.D. On adonc:

- xO, x = n=0
- xOy et yix = xOyy et yipyX = XOpnX = mM+n =0= m=n=0= x = .

Corollaire 2
La relation . est une relation d'ordre de domalde

En effet, on a:

- xOy = xOx et yly

- xOy et yi.x = x=y

- xOy et yz = x0O.z

Le domaine esfld car U est la collection XI. x . Cependant, il est clair qué n'est pas totale.

La relation de subappartenance stricte, savoirl. x et x#y , est l'ordre strict associé[@a . Elle est notée
Og .

Comme toute collection X est une partielde O, induit un ordre sur X.

Corollaire 3
Toute branche d'appartenance est donc de la fodme (g, ... , @) . Les asont distincts et ne peuvent étre
rangés que d'uneique facorpour constituer une branche.

Il est clair que les ;@ont distincts car s'il existait j>i telq@ =8 =a, onaurait &;; a ,avec {+i>0,

ce qui est impossible.

S'il existait une autre rangement b' 5 (a!. , &) des a, distinct du précédent, ettel qug @a; O0...0Oa,, on

peut alors considérer le premier entier i tel quez a. Pour j<i, onadonc;a & .Comme gest distinct
des @, donc des @ etque az aj, il s'en suit qu'il existe k> i tel qug & a;,. Comme a0 aji, on adonc
a; O a. Un raisonnement analogue pour @nduita alg; aj, dou al, a, avec m=(k-i)+ (k-
i) >0, ce qui estimpossible. C.Q.F.D.

Remarques :
- Ce corollaire nous permet d'assimiler la suite & , ... , @) avec l'ensemble b'= {a ..., @}, car a

I'ensemble b’ correspond la suite unique b tele qua, 0...Og,. Désormais le termeranchedésignera
I'ensemble b'. On étend la définition d'une brarelneas ou b' £1. Elle correspond alors au 0-uplet, et on
I'appelle la branche vide. Sa longueur est Obraache trivialdl n'est relative a aucun ensemble. Pour tout
ensemble a, {a} est une branche relative a gdtticulier {1} est la seule branche relativela

- Soit une branche b ={a ..., @}, les a étant rangés par ordre de subappartenance glansissant. get a
sont appelés lesxtrémitésde b. Toute partie non vide de b admet un maximtiman minimum pour la
relation (. dans @ Le maximum et le minimum de b sont donc respeatient get g .

Définition 2

Soient b et ¢ deux branches d'appartenance. Quueib est unsous-branchel'appartenance de ¢ silhc. On
dit alors que cprolonge b ou est uprolongemente b. On dit que b est une sous-brarsthietede ¢ ou que ¢
est un prolongemesstrict de b si b est une partie stricte de c.

Si b={a, ..., & est une branche relative g # est évident que b'= {bpa..., a} est une branche relative a
b.

b' est donc un prolongement de b. Il est clair iaguss pour tout ensemble non vide a, toute branelative a a
estde laforme b={al b' ou b' estune branche relative a un éléaeat

Etant donné un ensemble A, la collection B desditas d'appartenance relatives & A est un enseulsieu'il
est clair qu'une branche b est une partie de Cldépc B [0 P[CL(A)]. B est appeléedrbre d'appartenance
relatif & A. Quant a la collection B' des branchesfondation relatives a A (appelée doachlfe de fondation
relatif & A), elle est aussi un ensemble puisgest cine partie de B.
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« THEOREME 2
Pour tout ensemble x, toute branche d'appartenslave a x est prolongée par une branche de fanda
relative a x.

Démontrons-le en utilisant le principe d'hérédiftte assertion est vraie poldr puisque {1} est la seule
branche dél et cette branche est la branche de fondationwvelat]. Soit un ensemble x. Supposons l'assertion
vraie pour tout kx. Toute branche b relative a x est de la forme {k} O b', ou b' est une branche relative a
un élément y de x. Il existe donc un prolongeméhtde b' qui est une branche de fondation relaiye Il est
clair qu'alors ¢ = {x}O b" est une branche de fondation relative a x.Q.ED.

Plus prosaiquement, ce théoréme exprime que poansgmble @ si on prend un élément quelconquela a ,
puis un élément,ade a et ainsi de suite, cette ballade dans les emsaile ase termine en un nombre fini de
coups toujours au fond d'une "voie sans issue'pisdlensemble vide, et ce quel que soit le cheemprunté.
Tout ensemble a croisé au passage l'est une sésule f

On en déduit immédiatement le

Corollaire

O appartient a toute collection transitive non vidle En particulier, pour toute collection non vie O O
CI(X).

c. Démonstrations et définitions par hérédité (dedndation)

Le théoréme de fondation autorise plusieurs praeigiont le suivant, qui généralise le principeddiation sur les
collections ordinales :

« THEOREME 1 :Principe d'hérédité.

Etant données une collectidransitive A et une collectionP, si: OxOA)(xO P = xOP) , alors A
OP.

En d'autres termes, si pour tout[IxA , la véracité de la propriété exprimée par ldection P pour tous les
éléments de x entraine la véracité de P pourors & est vraie pour tout [XA.

Démonstration :

On suppose vrai [ OA) (xO P = xOP). Montrons alors quelx OA) (x O P).

Supposons qu'il existe des élément x de A telsxjieP. Soit alors la collection B de tels éléments’'d@ant pas
vide, on peut considérer un élément b de Bashgy minimal Si b est vide, alors B P, donc k1 P, ce qui est
contradictoire. Donc b est non vide. Puisque ftremisitive, tout élément ¢ de b appartient aLérang de ¢
étant strictement inférieur a celui de b, ¢ netppartenir a B ; dondi® , donc 41 P, d'ou BIP, ce qui est
également contradictoire. Donc B estvide. E.Q.

Le principe d'hérédité de fondation, ou simplen@hérédité, a un intérét particulier lorsque Awst collection
universelle. Il est clair que si A est une collentiordinale, ce principe se confond alors avec riacipe
d'induction sur les collections ordinales.

« THEOREME 2 : Principe de définition par hérédité.

Soient A une collection transitive, W une collentioM est la collection des applications définiasles éléments
de A et a valeurs dans W; H est une applicatiomMdians W. Alors il existe une application F ded@nd W telle
que pour tout XJ A, onait: F(x) = H(EX) . F est la seule application ayant cette pedgri

Démontrons ce théoréme par étapes, suivant le mp&mejue pour le principe de définition par indooti
Etape 1
Soit B une patrtie transitive de A . S'il existewapplication f de B dans W telle que pour tauf B, on ait :

f(x) = H(f(Xx) , alors f est unique.

Soit g une application de B dans W telle que pout xO B, g(x) = H(dX). Montrons par hérédité que f=g.
Soit XOB . Comme B est transitive, on a [xB. Supposons que pour touttyx , f(y) = g(y). On a donck =
gix ,donc H(fx) = H(gX), soit f(x) =g(x). C.Q.F.D.
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L'application f étant unique on la noterg. Nous dirons ici " existe" pour signifier qu'il existe une applicati
fde B dans W telle que pour touttB , on ait:  f(x) = H(f) .

Etape 2
Soit B une partie transitive de A. Qiéxiste, alors pour tout38 de B, ) existe eton a: cfy = fOCI(X) .
Réciproquement, si pour touflB, fcyw existe, alorsgf existe.

Soit XOB. Pour YICI(x), ona §(y) = [ fzOCIX) ](y) . Comme CI(x) est transitive, on a CyCl(x), ce qui
entraine g0y = [ fzgOCI(x) 10y . D'autre part on agfy) = H(fs[ly) , d'ou [ §CI(x) 1(y) = H[ [fsCCI(x) ][Oy ] .
Donc tyy existe etona cfy = fOCIX) .

Réciproquement, supposons que pour touB xle B, £ existe. Soit alors F I'application de B dansi#finie
par
F(x) = H[ &y OX], pour XIB .

Soit yix. Ona F(y) = H[ iy, Oy] . Comme y CI(x) , on a aussi cffy (¥) = H[ faixoDy ]

Soit Zly. Ona Z1Cl(x). Comme aussi @ Cl(y) et CI(y)OCI(x), ona donc ciy (z) = [ tixnICI(y)
1) .

Et comme (f|(X)DC|(y) = fc|(y) , onadonc cf(y) (Z) :fCI(x) (Z) , donc (f|(y)Dy = fC|(X)Dy , donc

H[ fa Oyl = H[ fai Oy] , c'est-a-dire  F(y) =cffy (y) , donc  EX = fye X ,dou  F(x) = H(Bx),
ce qui veut dire que g E F existe. C.Q.F.D.

Etape 3
fa existe.

D'aprés I'étape précédente, il suffit pour celandatrer que pour tout BA, fo existe, ce qu'on peut faire par
hérédité. Supposons que pour tolixy fcy,, existe. Soit @ CI(x) . Ou bien @x , dans ce casqf, existe, ou
bien

u O Cl(y) , pour yIx. Comme § existe, I'étape précédente assure qu'algrg €éxiste. Donc pour tout @
CI(x), fci) existe . Comme CI(x) est transitif, I'étape prissée assure donc quef existe. C.Q.F.D.

Le théoréme est ainsi démontré. Comme pour le ipende définition par induction, dans I'égalitéx)F(= H(
FOx ), l'application H est Iprocédépermettant de définir F(x) connaissanilxF, c'est-a-dire les valeurs de F
pour les éléments de x. Ce théoréme admet le aomlin peu plus faible suivant :

Corollaire

SoientA une collection transitive)V une collection M' est la collection desnagesdes applications définies sur
les éléments dA et a valeurs dan®/; H'est une application del' dansW. Alors il existe une applicatioR de

A dans W telle que pour toutx 0 A, on ait : F(X) = H'( F < x >). F est la seule application ayant cette
propriété.

I suffit d'appliquer le théoréme avec H définidedans W tel que HY) = H'(Im¢). On a alors pour¥A ,
F(x) = H(AX) = H[Im(AX)] =H'(F<x>). C.Q.F.D.

Considérons un exemple d'application de ce coreldans le paragraphe qui suit :
d. Ensembles a- fondes
Quel rapport y a-t-il entre les ensembles :

u={0, {0} et v={0,{0L{0 {00 {0 {0L{0.{0m 2

Il'y a visiblement quelque chose, mais quoi préuoisdé ? On verrait peut-étre plus clair en posant :

a = {d,{0}{0,{0O}}. Il apparait alors que v = {a, {a}}, etanc que v est construit a partir de a de la
méme maniére que u est construit a partild€'est cette "maniére" que nous nous proposopséabser ici.
En remarquant aussi que u =2 ={0, 1} et ques 3a,onadonc v = {3, {3}}. Les ensembles B, 0} ; {v,
3,1,0}; {v3,2,0}; {v,3,2,1,0} ;{v,{3}, 3,0} ; {v,{3},3,1,0}; {v,{3},3,2,0} ; {v, {3}, 3, 2,
1, 0} sontles 8 branches de fondation relativegs et 3 est un élément de toutes ces brandlogsla

Définition
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Soit un ensemble a. On dit d'un ensemble x qu'ikegondési a appartient a toute branche de fondatiativel
ax.

Concrétement, cela veut dire qu'en se déplacastldarprofondeurs de X, d'éléments en éléments;cise
toujours a quel que soit le parcours suivi, etc&in nombre fini d'étapes. Puis le parcours sespdwans a
jusqu'a I'ensemble vide.

Il est clair que tout ensemble x est x- fondé. Damemple précédent, v est I'ensemble 3- farméespondant a
u. D'une maniére générale, a étant un ensembleédaiéfinissons au moyen du principe d'hérédaasémble
a- fondé f(x) correspondant a un ensemble x.

En appliquant le corollaire du paragraphe précédeeic A = W =U et H' défini par :
H(({@d) =a et H (X)=X pour X M -{0}, lapplication f=F estalors celle défipar :

f(O) =a et f(xX) = f<x>, pourunemdde x #0 .
Autrement dit, on a pour KO , f(x) = { f(y) }yox -

On vérifie en particulier que:
f({0}) = {f(0)}={a} et
f({0, {03) = {f(0). f{({0})} = {a {a}}

etc.

Montrons, toujours a l'aide du principe d'hérédiie tout ensemble vérifie la propriétélB définie par :
QyOx)dz [f(z) =f(y) = z=Yy] .

Il est trivial que O O P, puisqu'on a toujourddy(100) Oz [f(z) =f(y) = z=y]
Soit un ensemble x. Supposons que pour téik, yon a Y P, autrement dit, LuOy)Ov [ f(v) =f(u) = v =
u]. Montrons qualorsona [P, c'est-a-dire, OyOx)0z [f(z) =f(y) = z=Vy]

Soit yO x et soit un ensemble z. Supposons que f(z))= f@n a alors, { f(t) }, = {f(u) }uoy -
Soit tOz. Ona f(t)d{f(u) }uoy . donc il existe Wy tel que f(t) = f(u). D'aprés I'hypothése,adonc t=u

donc tOy, dou Zly.
Et a cause de la symétrie de y et z dans ce rasmamt , on a donc aussillyz , donc z=y. C.Q.F.D.

On en déduit immédiatement que f est une injectiomeffet, dire que deux ensembles x et x' soatgeé : f(X)
= f(x") revient a dire que yd {x} )[ f(x) =f(y) ] . Onaalors x'=y, dom x' = x.

f est donc une bijection d& sur Im f. Montrons pour finir que est un isopltisme de U sur Im f. Il faut
donc montrer que pour tous ensembles x et y,oryalx < f(y) O f(x).

Il est clair que, par définition de f(x),onayOx = f(y)d f(x).

Réciproquement, supposons f({y)f(x). Par définition de f(x), il existe donc K tel que f(y) = f(y"), d'ou y =
y',doncydx. C.Q.F.D.

On en déduit que pour tout entier n: Oy x <=  f(y) O, f(X) .

f est notéd-d, . En particulier, on a Fd=Id.

x étant un ensembleé;d,(x) est appelé la- fondé de x

Bien entendu, cette notion n'aura un certain intgo@ dans la mesure ou a sera un ensemble pitticamme
par exemple un ordinal ou un univers.

€. a- univers engendré par un ensemble

Proposition 1
Pour tout univers U de transordifgalon a: UO V.

Démontrons-la a l'aide du principe d'hérédité. On &l V. Soit XJU. Supposons & Vg . Alors la proposition
2. 4 assure que X Vg, donc Ud Ve C.Q.F.D.
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Corollaire
Ve =U.

Immédiat puisque ¥ O U et UO V.

Proposition 2
U étant un univers, tout modéle intérieur de Uégst a U.

En effet, soit6 = On(U). Soit U' un modéle intérieur de U. D'aprészitiane d'uniformité, U' est un univers, donc
un sous-univers de U. Comr@ie] U', il est clair que® =On(U"), donc U=U"'=Y.

Proposition 3
U et U' étant des collections universelles, ond =U' ou UOU' ou UT U.

En effet soientd et 6' les transordinaux respectifs de U et U'. 6B+ 0", alors \§ =Vg,donc U=U".
Si 0% 0, alorsf<0' ou 6 <6, dou il découle immédiatementyM Vg ou Vg O Vp,
c'est-a-dire d'aprés la méme propositior) U' ou U'O U. C.Q.F.D.

Les univers U et U' étant transitifs, on a doncU' ou U'T U.

Cette proposition établit une certaine similitusire les univers et les ordinaux, ce qui nous &eax étendre les
relations< et = aux univers. Par exemple, si un univers U esug@lesp. strictement inclus) dans un univers U’,
on dira naturellement que U astérieur (resp. strictemennférieur) a U'. On notera & U’ (resp. U < U").

Lemme 1
Toute collection non vide d'univers posséde un mmimn.

Démonstration :

Soit C une collection non vide d'univers, et soit’] C. Si aucun autre élément de C n'appartient ddds & est
un élément de tout autre élément de C, donc esinenum de C cherché. Si tel n'est pas le casiste donc un
élément de C appartenant a U. On peut donc coesii€énsemble (non vide) X des éléments de C agpant a
U. D'apres le théoreme de fondation, il existe lémént u de X n'ayant aucun élément commun avesi X.est
un élément de X distinct de u, commélw , on a donc @ v. Donc u est le minimum de X et par conséquent d
C. C.Q.F.D.

On en déduit immédiatement le

Lemme 2
Toute collection d'univers est bien ordonnée aaelation(].

Le plus petit univers U' supérieur a un universstyappelé lesuccesseude U. U est donc alors frédécesseur

de U
Un univers distinct de I'univers minimum et quist'pas un successeur estliditite.

Lemme 3

o étant un ordinal et X un ensemble, il existe ursletita- univers incluant X.

Il suffit d'appliquer le lemme 1 a la collectiond€s a- univers incluant X .

Définition 1

Si u est le plus petit- univers incluant un ensemble X, on dit que ulest- univers engendré par X et on le

note Eq(X).

Si X est un singleton {x}, on dira que u eshorcépar x. E({x}) est alors notéA4(x). C'est donc le plus petit
O- univers ayant x comme élément.

Remarque:
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Cette définition implique immédiatement que touivers U incluant un ensemble X inclut ausg(>g. On en
déduit aussi que tout univerentenantX, inclut Ay(X).

Les résultats suivants sont évidents :
1. X étant un ensemble @tn ordinal,
- B (X) OAX)
- B[E(X)]=ExX) ; plus généralement, U étantaxunivers, E(U) = U.

2. X etY étant deux ensembles,
si XIY,alors E(X) O E«Y)

3. XetY étant deux ensembles,
si XO Ey(Y) alors E(X) O Ex(Y) ; on en déduit que:
HX) = E4(Y) sietseulementsi X Ei(Y) et YO E4(X)

Proposition
Tout univers est engendré par son transordinal.

En effet, soit un univers U éd=0n(U). Ona \ =U. K(0) est l'univers engendré pér Ey(B) est donc un
sous-univers de U. De plus, il est clair que sangordinal est égalemedtce qui implique que §/ = Ey(B), d'ou
Eq(6) = U.

a- univers d'ordref8

Lemme 4
Soit un ordinab. La collection desi- universUv(a) n'est pas un ensemble.

En effet, si tel était le cas, il y aurait anunivers U tel qué&Jv(a) O U. U serait lui-méme un élément de(a),
et commeUv(a) est transitif, on aurait donc 0O Uv(a), d'ou Uv(a) O Uv(a), ce qui est impossible pour un
univers.

+  THEOREME
Uv(a) est isomorphe @n. L'isomorphisme est notdéd,.

C'est une conséquence immédiate du théorémed).13.

Pour un ordinaB, M(B) est appelé- univers d'ordr@. On[ M4(B)] est notéQ,(B).
My (0) sera notéU, et appelé@nivers d'ordre a. On( Uy) = Qo(a) est notély .

Sia >0, My(B) est appelé uhyperunivers.

Il est clair que la collection des hyperuniverssn'’pas un ensemble. Elle est donc aussi isomorpbe ét
l'isomorphisme est notée H.

H(a) , encore notél, , est appel@yperunivers d'ordre a. On( Hy) est notéQ,.

Up = Ag(0) = My(0) est donc le plus petit univers.

Ho = Ay(0) = My(0) est le plus petit hyperunivers.

f. Collections ordinoides

Lemme

Toute collection non vide X admet un élément midipw@ur la relation 0 (resp. pour la relatioril; ) dans X.
Autrement dit, il y a dans X un élément m (non ®éagrement unique) n'ayant aucun élément (respunauc

subélément strict) dans X.

En effet, soit m un élément de X de rang minimaharpeut avoir dans X un élément (resp. un subélestect),
autrement ce dernier aurait un rang strictemestietir a celui de m, ce qui est contradictoire.Q.€.D.

Définition
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On dit d'une collection X qu'elle est unellection ordinoide si la relation 0. est totale dans X. Si X est un
ensemble, alors on dit que x estardinoide.

Exemples :
- Toute branche d'appartenance est un ordinoide fin

- Toute collection d'ordinaux est une collectiordinoide ainsi que toute collection d'univers.

+  THEOREME
Toute collection ordinoide X est bien ordonnéelpaelation; .

Soit Y une partie non vide de X. Le lemme précédssure que Y a un élément minimal x pQur Supposons
que Y a un élément minimal y distinct de x. Conifeest totale dans X, on a soit X: y, soit y(l: x . Dans
les deux cas, cela contredit le fait que x et \t ges éléments minimaux. C.Q.F.D.

3. Ensembles héréditairement finis

a. Définition
On dira d'un ensemble x qu'il égtréditairement fini si tout subélément de x est fini.

Ce qui équivaut a dire que x est fini et tout élgtmz Cl(x) est fini, ou encore que tout élémen€déx) est fini.

Lemme 1
Si x est un ensembleéréditairement finialors tout subélément (donc en particulier téémnént) de x est
héréditairement fini.

A cause de la transitivité de:

Lemme 2
Pour gu'un ensemble x soit héréditairement firfautk et il suffit que x soit fini et que tout élént de x soit
héréditairement fini.

Il est clair que si x est héréditairement fini,rala est fini et ses éléments sont héréditairerfieist lemme 1).
Réciproquement, supposons x fini et ses éléntemtditairement finis. Soit y un subélément stliex. Alors y
est un subélément d'un élément z de x. Comme guegibsé héréditairement fini, il s'en suit que tyfies En
définitive, x et tous ses subéléments stricts Boist donc x est héréditairement fini. C.Q.F.D.

b. Univers des ensembles héréditairement finisy
Montrons que b est l'univers des ensemble héréditairementéingue Y =V,,.

Soit U la collection des ensemble héréditairemiaig.fMontrons que U est universelle.

- 00U, bien évidemment.

- U est transitive (lemme 1)

- Si x est un ensemble héréditairement ffhi(x) est héréditairement fini. En effet, x étami ftoute partie y
de x est un ensemble fini d'ensemhbiéséditairement finis, donc est héréditairemerit filonc, en vertu du
lemme 2, y est héréditairement fifl.(x) est aussi un ensemble fini d'ensemihiéstditairement finis, donc
est héréditairement fini.

- Si x est héréditairement fini, les éléments dnt finis, donc réu(x) est une réunion finie denbles finis
donc est fini. Et comme tout élément de réu(xpestemment héréditairement fini, réu(x) I'est danssi.

- Si (X)io est une famille d'ensembles héréditairement fimiexée par un ensemble héréditairement fini I,
I'ensemble {§ 7 est un ensemble fini d'ensembles héréditairefimast donc est héréditairement fini.

U est donc une collection universelle. Les ordindaxon(U) sont finis , doncw 00 On(U). Donc U# @, et par
conséquent daprés l'axiome d'uniformité, U estunivers. De ce fait, on aw O On(U), ce qui a pour
conséquence immédiate q0a(U) = w, et par conséquent que U z.VTout univers inférieur a U a forcément
comme transordinal, donc est un modele intériedd dedonc est égal a U. U n'est donc nul autre quaus petit
univers noté | C.Q.F.D.
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- THEOREME
Pour qu'un ensemble x soit héréditairement fifadut et il suffit que CI(x) soit fini

Si CI(x) est fini, il est clair que x est héréditanent fini. En effet, pour tout subélément y dex,a y 00 CI(x)
donc y est fini, donc x est héréditairement finéciproquement, montrons a l'aide du principe ddi&éue si x
est héréditairement fini, alors Cl(x) est fini. (C) est fini. Soit un ensemble héréditairement finlSxipposons
que Cl(y) est fini pour toutlyx. Ona CI(x) = x0 réu (Cl<x>) =x3d réu [ {Cl(y)}yax]. L'ensemble
{Cl(y)} ynx est fini et 'ensemble réu [{Cl(y}x ] est une réunion finie d'ensembles finis doncfiest et par
conséquent aussi

Cl(x) = xO réu [{Cl()}ycx]. C.Q.F.D.

On en déduit immédiatement le

Corollaire
Pour tout ensemble x , CI(x) est infini si et seoént si x est infini ou si un subélément sttEtx est infini.

+ THEOREME

Tout ensemble héréditairement fini x est obtenmayen de 'une des trois régles suivantes :
- x=0

- x={a}, ou a estunensemble héréditairenfimnt

- x=al b, ou aetb sontdes ensembles héréditantines.

Démontrons ce théoréme au moyen du principe d'hérédésignons par P la collection des ensemblésnob
par ces regles. On & O P. Soit un ensemble héréditairement fini x £{&, ... , a}. Supposons que; a P.
La seconde regle implique donc que}{ga.}, ... ,{a,} sont des éléments de P. x est alors obtenu gligapnt
n-1 fois la troisiéme régle avec lesfa C.Q.F.D.

Remarque :
On rappelle qu'un couple (x, y) est I'ensemble {{{}, y}}. Il est donc clair que si x et y sont desisembles

héréditairement finis, alors (x, y) l'est égalemelhiten est de méme pour ou une suite fini d'enséemb
héréditairement finis. Une telle suite est en taigeeur un ensemble fini de couples héréditairerfiars, donc
est un ensemble héréditairement fini.

c. Isomorphisme de | surw
Etablissons un isomorphisme dg sur w.

Lemme
Toute partie infinie deo est équipotente @

Soit A une partie infinie de et soitt le type d'ordre de A. D'aprés le corollaire dwtiééne 3. c. 3 1< w
Sit <w, alors A serait isomorphe donc équipotent & umatdini, ce qui contredirait le fait que A esfim.
Donc 1 =w. C.Q.F.D.

Nous avons établi que est un sous-ensemble dg. Wontrons, par le biais d'un isomorphisme, que 4¢

"cache" lui-méme dans les entrailles eautrement dit quealtithmétiquerecéle, sous une forme déguisée, une
théorie des ensembles.

Intéressons-nous aux suites (finies) binairest-a'&sre qui ne prennent que les valeurs 0 et k tghe suite

(5., , ..., $) sera ici simplement notéey s ... 5 . De plus pour des raisons de "visualisation" ae |
démonstration, l'ordinal, ou chiffre, 0 sera icido"( " et 1 sera noté ")". On munit I'ensden noté ici §,
des suites binaires de la relation de bon ordri@idétn 1I. 3. b. iv. 2 .

Utilisons le principe d'hérédité pour associer aqele ensemble héréditairement fini une suite kergin lui soit
propre. On se propose donc de définir une injecfiole U, dans § Si x est un ensemble héréditairement fini, la
suite binaire f(x) sera simplement noté x'.

On pose f[0) = 01, soit (), autrement dit,(f] =0" est la suite binaire s de longueur 2 définie:par=0 et

s = 1.

Soit un ensemble héréditairement fini x =; {&, ... , @}, ou les asont distincts. On suppose f définie pour les
éléments de x et donc que lI'on a : ;)f(@a . On suppose également quest leseulensemble héréditairement
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fini & avoir g' pour image. On définit alors f(x) = x' =Qa0a,1 ... 0al , soit (a')(a3) ... (&), les g étant

rangés par ordre croissant, suivant le bon ordne §a

D'aprés le principe d'hérédité, f est donc défpuar tout ensemble héréditairement fini x.

On peut remarquer que si on représente l'occuerefi0” soit " )(" parlavirgule "" na x' =(a', a3,
. , &) etla similitudeformelleentre x et x' est évidente, ce qui justifie lesvantions précédentes.

Ainsi par exemple l'image de I'ensemblg}{ sera 0011 = (()) =)

Celle de I'ensemble [, {(0}} sera 0011000111 = ((),())) =O,@").

Il est clair aussi que la suite ((¥a>) ... (a;) fait apparaitre n paires de nouvelles parenthgaeseront dites de
niveau O pour X' Il est évident aussi qu'a chapgalenthése de niveau 0 dans x' correspond unetpase
opposée et une seule de niveau 0 dans X', les patenthéses encadrant l'image d'un élément de «. Le
parenthéses de niveau 0 degssaht de niveau 1 pour X'. Les suitessaht appelés, par analogie avec X, les
"éléments" de x'; on écrit; &' x'. On voit que les parenthéses de niveau @ldesents des;asont de niveau 2
pour X' etc.

Montrons que x est le seul ensemble a avoir x' ceinmage. En effet, soit un ensemble héréditaireffigint

y = {b;,b, ..., b} dontlimage est y' = (b)(b%) ... (bm) - Supposons que x' =Y. On adonc m paiees d
parentheses de niveau 0 dansy', ce qui condumit=an, donc p'=a . Puisque a'est propre a jaon a donc

bi =a , dou x=y. festdonc injective.

Soit Up I'ensemble des images des éléments de fldst donc une bijection dey$ur Up. On a pour tous x ety
de b ,xOy = x 0OY. festdonc un isomorphismeg Wur Uy U est une partie infinie de(w), donc est
isomorphe aw, puisques(w) I'est. Donc | est isomorphe @. Cet isomorphisme est noté K.  C.Q.F.D.

Fin de ce que j'appelle la Théorie des Univers prapment dite.
La théorie dont les balbutiements remontent a la fi des années 1980 et début 1990,
a véritablement démarré en 1997 et a trés vite mden un an,
I'essentiel ayant été « pondu » avant fin 1998.
Tout ce qui a été fait entre 1998 et 2003 n’étaituiun « dépoussiérage » épisodique de la théorie,
une réorganisation de telle ou telle partie,
une retouche de telle ou telle démonstration, un fifiage de tel ou tel concept.
Je sentais que cette théorie (je rappelle gu'a I'@mue elle était purement mathématique
et que la notion d’ « univers » voulait seulemertdire « univers d’ensembles »)
disait quelque chose sur I'Univers physique, le ptsjcien que je suis fondamentalement le sentait.
Ce sont mes recherches en physique qui m'ont amedans les problemes
des fondements des mathématiques,
qui ont fini par m’absorber et faire de moi un « maheux » loin de la physique
ou en tout cas qui ne projetait plus de reprendre @s recherches en physique,
la théorie mathématique des univers étant suffisament féconde pour occuper ma matiére grise...
Mais & force de parler des « univers » et de comprdre les objets mathématiques que je nommais ainsi,
j'acquerrais une simple conviction : ces objets vdant dire quelque chose sur I'Univers physique,
ils ont quelque part une application en physiquemais laquelle ?
La Théorie des Univers fut laissée en jachere pendienviron trois ans
comme du vin qu’on laisse vieillir en cave pour quf devienne meilleur...
Je me suis remis en gratouiller épisodiquement demtes de recherche en physique,
jai repris les réflexions sur la relativité et lamécanique quantique laissées de c6té depuis longtesn
mais je ne trouvais rien de fondamentalement nouvea
car en fait javais trouvé ce qu'il fallait trouver mais sans le savoir, sans comprendre vraiment ssens.
Jusqu’en 2003, quand la lumiére est venue...
La suite dans la partie B et surtout C...
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B - Mutation de 2003, vers la Théorie universellees ensembles

La notion de scheme et de modele universel

Aprés la Théorie des Univers, si je dois donner un nom a la présente partie, c'est la « Théorie du
Schéme ». Le schéme est un concept simple m’est « tombé du ciel » en aodt 2003 et qui me faisait
comprendre encore plus profondément la nature, la structure, la logique et le langage des ensembles,
le vrai sens de ce que dans les paradigmes traditionnels on appelle les « axiomes » de la théorie des
ensembles.

Je me suis apercu qu'il suffit de munir n'importe quelle collection U d’objets de n’importe quelle relation
R pour que le couple (U, R), appelé un scheme, vérifie d’office certains axiomes de base de la théorie
des ensembles. Cela signifie que ces axiomes ne sont pas de vrais axiomes mais des théoremes
naturels , les théoremes de ce que jappelle le modele universel , c’est-a-dire donc un modéle
universel des ensembles , une théorie minimale des ensembles qui n'a plus besoin d’axiomes. Les
premiers pas de la mutation de la Théorie des Univers (une théorie axiomatique, rappelons-le) vers la
Théorie universelle des ensembles ou Science de I'Univers TOTAL et sa méthodologie qui est la
Théorématique sont ainsi faits.

C’est le schéme et ses propriétés profondes qui permettent de comprendre ce que doit étre a la base
un universel d’ensembles, quelles sont en quelque sorte les « axiomes gratuits » et « naturels » qu'il
nous offre et qui nous dispensent de « payer le prix » de les introduire artificiellement.

Car il faut dire que ce n'est pas une mince affaire d’introduire un axiome, surtout s'il y a d'autres
axiomes déja introduits avant lui. Il faut alors s’assurer qu'’il ne contredit pas les autres ou au moins I'un
d’entre eux, qu'il rentre dans le groupe des axiomes déja installés sans semer le bazar (autrement dit
sans causer des paradoxes). Il faut se lancer, comme on le fait actuellement, dans des considérations
de consistance de la théorie, qui peuvent un vrai casse-téte. Certains axiomes de la théorie des
ensembles (comme par exemple I'hypothése du continu émise par Cantor le pere de la théorie des
ensembles) ont nécessité de longues années de recherches des spécialistes avant de prouver gu'ils ne
causent pas de paradoxes dans la théorie obtenue en les ajoutant. Et bien souvent, on doit se
contenter de la démonstration de constance relative, ce qui veut dire que I'on ne démontre pas que la
nouvelle théorie n'est pas contradictoire, mais simplement que si la théorie d’avant n'était pas déja
contradictoire, alors le nouveau venu parmi les axiomes ne la rend pas contradictoire. On est au moins
a moitié rassuré, car il ne reste qu'a s’assurer que la théorie d’avant n’était pas contradictoire, ce qui
est plus facile a dire qu’a faire !

Mais comme on le comprendra dans la partie C avec la Théorématique , toutes ces complications et
tous ces affres sont dus a seul coupable, a un seul champignon toxique dans la corbeille de la science
et du monde : la Négation ! Pendant la bréve période de I'étude du schéme qui n’a duré que deux mois
et méme moins (aodt a septembre 2003) la Négation n’était pas encore identifiée comme le Probléme .
Quand elle le sera en septembre 2003, I'étude du scheme (qui a justement été utile pour démasquer
enfin le Diable...) s’arrétera net. Et alors commencera la Théorie universelle des ensembles que nous
présenterons dans la prochaine partie (la partie C).

Le scheme aura enfin livré les plus profonds secrets des ensembles, il aura permis de comprendre que
les ensembles n'ont en fait pas besoin d’axiomes pour étre étudiés, et qu’en fait c’est la Négation qui
rendait nécessaire le recours aux axiomes. C'est elle qui engendrait les paradoxes, qui transformait
non seulement les sciences mais le monde en un champ de mines ou il faut attention ou I'on pose les
pieds, au risque de sauter sur une mine.

Vers la fin des années 1980 et le début des années 1990,a I'époque mes recherches et mes réflexions,
se concentraient essentiellement sur la physique (la relativité, la physique quantique, la physique des
particules). J'ai été conduit vers les problemes des fondements des mathématiques, dont la physique
est une trés grande consommatrice. C’est ainsi que j'en suis venu a me frotter avec les paradoxes de la
théorie des ensembles. Si la Théorie des Univers est l'ancétre de la Théorie universelle des
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ensembles, la Théorie des Univers a lui aussi un ancétre, qui est I'étude des parenthésages dont il a
été question dans a la fin de la Théorie des Univers (partie A) et par lesquels débute I'étude du
schéme .

On constate une simple chose : ces parenthésages vérifient naturellement tous les axiomes de la
théorie axiomatique des ensembles de Zermelo Fraenkel (abrégé ZF) plus I'axiome du choix (le
systeme d’'axiomes est alors appelé ZFC) et plus I'axiome de fondation (systeme appelé alors ZFC +
AF). Seul un seul axiome n’est pas vérifié par les parenthésages : I'axiome de l'infini . C’est ce dernier
point qui restait a régler, le dernier secret que le scheme devait livrer, et alors la page de la théorie
axiomatique des ensembles serait tournée, les portes de la théorie théorématique des ensembles
(la théorie des ensembles sans axiomes et ou tout est d'office un théoréme !) seraient grande
ouvertes.

En attendant, le scheme des parenthésages a déja fait faire un énorme pas dans cette direction.
Cela veut dire simplement que si I'on veut faire une théorie des ensembles qui vérifie les axiomes de
ZFC + I'axiome de fondation et sauf I'axiome de l'infini , on n’a aucun prix a payer, ces axiomes sont
gratuitement livrés par I'Univers , ce qui veut dire que ce sont en fait des théoremes de I'Univers ,
des théorémes universels . C’est pour cela que j'ai appelé ce systeme d’axiomes (donc les théorémes
du schéme des parenthésages ) un modele universel ou encore un modeéle central , car c'est le
noyau de toute bonne théorie des ensembles qui se respecte. Toute théorie des ensembles doit juste
éventuellement ajouter son axiome propre a ce noyau de théoremes (comme I'’Axiome des univers
dans mon cas), et doit juste s’assurer que son axiome ne contredit aucun de ses théorémes, sinon sa
théorie est fausse méme si elle est cohérente! Si un théoricien des ensembles ressent le besoin
d’enlever I'un de ces théoremes universels pour pouvoir introduire un certain axiome, parce que celui-
ci est incompatible avec le théoréeme qu'il doit enlever, alors de ce fait ce dont il parle n'est plus
vraiment des ensembles .

C’est comme si un arithméticien fait une théorie des nombres entiers naturels dans laquelle I'égalité :

2 + 2 = 4 n'est plus vérifiée ! Il peut ajouter une nouvelle égalité, par exemple 2 + 2 =5, et a lui de se
débrouiller pour que 2 + 2 = 4 et 2 + 2 = 5 cohabitent pacifiquement sans que 2 + 2 =4 ne soit obligé
de rendre I'ame, et c’est possible (nous le verrons dans la partie C avec la Théorie universelle des
ensembles) ! Mais si dans sa théorie présentée une théorie des entiers naturels I'égalité 2 + 2 = 4 n'est
plus vraie, alors c’est qu'il ne parle plus vraiment des entiers naturels, mais d'autres choses. Le
scheme des parenthésages nous indique les propriétés les plus fondamentales et les plus
universelles des ensembles, qui sont aussi les propriétés fondamentales des nombres entiers naturels,
puisque c’est au cceur méme des nombres entiers que ce scheme est exhibé.

C’est parce que les parenthésages sont des assemblages finis qu’ils ne vérifient pas I'axiome de
l'infini . L'un des trés importants enseignements des parenthésages, c’est qu'ils disent ce que SONT
physiquement les ensembles , ce qu'étre un ensemble . Ills montrent qu’'un ensemble , fini ou infini,
est un assemblage physique , ils montrent la logique de cet assemblage. En notant «0» la
parentheése ouvrante ou «{ » et « 1 » la parenthese fermante « }» (habituellement je fais le choix
inverse, mais peu importe, la logique est la méme), les ensembles sont nombres codés en
binaire, donc des objets numériques, des objets informatiques.

i) l'assemblage {} ou 01 est 'ensemble vide , noté O ou 0.

ii) a étant un ensemble , {a} ou Oal est un ensemble , un singleton, dont I'élément est a.

i) a et b étant deux ensembles , 'assemblage ou la concaténation ab est un nouvel ensemble .
iv) tous les ensembles sont obtenus par application répétée des regles d’assemblage précédentes.

Ainsi, mis a part 'ensemble vide et tout ensemble obtenu avec la regle iii) en concaténant avec
'ensemble vide, tous les ensembles sont de la forme : {a;Ha.Haz}...{a.}.

Et en appelant virgule I'assemblage «}{» et en le notant «,», on voit bien que tout ensemble est de la
forme : {a4, ay, as, ... ,an}.

Trés simple et trés étonnant ! Jusque la, dans la connaissance que j'avais des ensembles et tels qu’on
me les avait enseigné depuis que je faisais des mathématiques et utilisais le langage des ensembles,
ce que je viens d'écrire était juste une simple notation d’'un ensemble de n éléments . Mais la, avec le
scheme des parenthésages , il y avait quelque chose de nouveau et de grande importance : cette
écriture n'est pas une simple notation des ensembles, mais dans cette écriture, jusqu’a la virgule , me
dit ce qQU'EST un ensemble , je ne vois pas la notation d'un ensemble , mais je vois simplement un
ensemble ! Je peux maintenant dire qu'un ensemble n’est pas quelque chose d'abstrait, taillé par des
axiomes, mais quelque chose de physique que je construis! Et les propriétés de ces assemblages
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physiques, ce ne sont plus des axiomes, mais ce sont les théorémes des ensembles ! En effet, pour
démontrer ces théoremes, il n'a pas été nécessaire d’introduire le moindre axiome mais de construire
concretement des objets, des assemblages, avec des régles trés simples, et de dire que tous les objets
gue je peux construire ainsi sont appelés les ensembles . Le schéme des parenthésages est le
modéle naturel des ensembles , aussi naturel que le sont les entiers naturels desquels il est exhibé.
C’est le modéle fondamental et universel , aussi fondamental et universel que le sont les entiers
naturels .

Tous ces ensembles sont finis, ils n'obéissent pas a I'axiome de linfini ... et encore seulement
apparemment ! Car encore faut-il étre slr de bien concevoir la notion d'infini que réclament les
ensembles , pas une notion chimérique (une des ces notions que la Négation nous fait concevoir) qui
cachent de vicieux paradoxes, difficiles a détecter parce qu'on travaille dans I'abstraction (on est en
déconnexion avec la Réalité qu’est I'Univers TOTAL ) et non pas dans le concret comme avec le
schéme des parenthésages

En tout cas, quand on a ca devant les yeux, il est difficile de ne pas se dire que les ensembles infinis
poursuivent simplement la logique commencée si merveilleusement par ces ensembles finis . Jai
acquis la conviction gu’il doit exister un moyen de faire de I'axiome de I'infini lui aussi un théoréme.
Ou plus exactement un axiome qui s'inscrit dans la continuité de ce qu'enseigne le scheme des
parenthésages , et duquel I'axiome de l'infini ne serait qu’un simple théoréme. Et il est méme possible
gu’'une fois trouvé, cet axiome n’en soit qu'un en apparence, car pourquoi les autres seraient des
théoremes naturels et pas lui ? Et I’Axiome en question est simplement... '’Axiome des univers ,
'axiome clef de la Théorie des univers présentée dans la partie A. La tentative avec I'étude du
schéme est simplement de trouver un moyens de transformer cet axiome en théoreme . Mais en fait, il
était déja un théoreme, mais c’est la Négation qui empéchait de s’en rendre compte... Quand cette
Vipére qui envenime nos psychés, notre logique et par voie de conséquences les sciences aura été
enfin démasquée (ce qui n'allait pas tarder avec le scheme), le page des axiomes sera tournée.

Voici I'un des précieux enseignements que montrent le schéme des parenthésages : I'ensemble vide

est le premier univers . L'univers suivant, 'univers au-dessus de lui, est tout simplement 'ensemble
de ces ensembles finis , le mot ensemble étant a prendre au sens le plus naturel , universel ! Inutile
de jouer désormais avec les mots « ensemble », « collection », « classe » ou autre, inutile de séparer
les porcs et les cochons , comme la Négation nous oblige a le faire, sous peine de nous infliger une
morsure remplie de venin, ce qu’elle nous fait appeler les « paradoxes », alors que c’est elle le vrai
Paradoxe ! Désormais, on ne parle que d’'une seule notion d’ensemble, on s’achemine avec le scheme
doucement vers la notion universelle d’'ensemble

La notion d'univers étant définie avec un trés grand soin depuis que les parenthésages étaient connus
(c"est-a-dire depuis le début des années 1990) et affinée avec les enseignements du schéme, Il
apparait clairement que I'ensemble vide est le premier univers . Et I’Axiome des univers dit
simplement : « Tout ensemble appartient a un univers ». Le plus petit univers ayant un ensemble E
donné comme élément est 'univers engendré par E.

Et le plus petit univers ayant 'ensemble vide comme élément est justement I'univers des ensembles
finis , connu par les théoriciens des ensembles sous le nom d’ensembles héréditairement finis . C'est
'ensemble V,, que j'ai aussi appelé Uy et que j'ai étudié en relation avec les parenthésages a la fin de la
Théorie des univers (partie A). La puissance de cet univers, c’est-a-dire son cardinal (le nombre de ses
éléments), est le premier ordinal infini , actuellement noté w (ou Oméga) en tant qu’ordinal mais il est
appelé Oy (ou Alpha Zéro ) en tant que premier cardinal infini . Trés simplement, west 'ensemble des
entiers naturels: w = {0, 1, 2, 3, 4, ...}. Cet ordinal et cardinal (j'expliquerai la question des ordinaux
et des cardinaux plus loin) est actuellement appelé le cardinal infini dénombrable , une appellation
assez curieuse qui ne veut pas dire qu'on peut « dénombrer » tous ses éléments au sens habituel du
terme « dénombrer » ou « compter », mais qu'on peut le « dénombrer » par un procédé de récurrence.
Dans tels raisonnements, il suffit par exemple de prouver qu’une propriété est vraie pour 0, et que, sa
véracité pour un entier n quelconque implique sa véracité pour I'entier suivant n+1, pour avoir prouvé
que cette propriété est vraie pour tous les éléments de w C’est comme si on fini de le compter, quoi.
Mais bon, on aurait pu appeler differemment ce premier infini , qui est en fait aussi le dernier
d’ailleurs, comme on ne I'a jamais compris et comme nous allons enfin le comprendre maintenant.

On aurait pu appeler w simplement 'Oméga ou a la rigueur l'infini canonique . Tenez, comme on

lappelle déja Oméga, a la place de cette appellation ambigliie d'«infini dénombrable » (que
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jemploierai juste pour me faire comprendre par ceux qui le connaissent sous ce nom) on va donc
'appeler de maniére plus appropriée : I'Infini Canonique ! Car c’est ce gu'il est en fait. Il est I'Infini de
base, qui non seulement permet de construire les autres Infinis , mais surtout, quel que soit I'Infini
construit avec w, quel que soit I'Infini dont on parle en théorie des ensembles, on ne parle en fait que
d’UN seul Infini fondamental, qui est le premier ordinal et le dernier ordinal , 'Alpha et 'Oméga. On
ignorait simplement (ou on ne voulait pas savoir...) que I'Univers des ensembles a une structure
FRACTALE, c’est la structure des univers , la structure des ordinaux (parce qu’on parle en fait des
mémes choses), la structure des cardinaux , bref la structure des ensembles .

L’Univers TOTAL
‘et la question

du Dernier Ordinal

w =3w, donc 0 =2w,
done... 0 = !

Les paradoxes de la théorie des ensembles, comme par exemple le paradoxe de Eussell et
de Burali-Forti, sont de psendo-paradoxes, dus au fait gu’on ne fuil pas la science pas
dans le bon paradigme: PUnivers TOTAL, ' Univers Anto-appartenant, I'Univers
FRACTAL! Dans ce paradigme, e Premier ordinal est anssi le Dernier ordinal: ) = .
Clest UAlgébre FRACTALE on Algebre du Cycle, ' Algébre de I'Univers TOTAL

Structure Fractale des ordinaux illustrée ici par un Triangle (Fractale) de Sierpinski.
Il faut trois fractales de Sierpinski pour en faire une,
je dis pour cela que le générande de cette fractale est 3.
Cela veut dire que cette fractale illustre la propriété suivante de l'ordinal w
w = 3w de laquelle on déduit: 0 = w.
D’une maniéere générale, une fractale de générande n
(ce qui veut dire gu'il n petits modéles pour générer le grand modele immédiatement supérieur)
exprime I'équivalence : @ = nw, qui revient toujours a dire: 0 =
équivalence appelée le Cycle wou Cycle Oméga,
ou encore la Loi de I'Alpha et de 'Oméga
la Loi fondamentale de I'Univers TOTAL (I'Univers des ensembles ),
qui est simplement la loi de sa Structure FRACTALE .
Cette structure montre clairement qu’on a un seul Infini de base,
I'Infini Canonique , qui est Oméga, w.
Il est plus grand que lui-méme, plus petit que lui-méme, il est I'Unique .
Ce que I'on appelle 'Ensemble Vide (0O) ou le Zéro (0) et que jappelle aussi 'Alpha,
n'est autre que le seul et méme Oméga !
L’Ensemble Vide est aussi 'lEnsemble Plein ,
le premier ordinal et le dernier ordinal , le seule et méme Univers des ensembles
C’est parce que cette logique des ensembles, la structure Fractale
a échappé parce qu'on fonctionnait avec la Négation
gu'on a parlé de « paradoxe » de Burali-Forti ou « paradoxe du dernier ordinal ».
alors que le vrai paradoxe est a imputer a la Négation .
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Itération, Générescence, FRACTALE
et Arithmeétique de PTOMEGA

.- i ok

Infini

U=UUU |- -
U=U+U+U [ =mw+wt+ow

Quel que soit l'ordinal construit a partir de w,
par exemple ici w+ w+ w ou 3w, qui est donc plus grand que w,
on parle toujours finalement du seul et méme w
Et (cela revient au méme) quelque soit I'univers construit
a partir de l'univers infini de base U, que j'appelais Uy mais maintenant U,
(car en fait c’est 'univers vide , I'’Alpha qui mérite le numéro 0),
si grand et si gigantesque soit cet univers donc,
on parle du seul et méme Univers des ensembles,
qui est a la fois 'Ensemble Vide et 'Ensemble Plein ,
qui est tout univers particulier dont on puisse parler, car il a une structure FRACTALE.
Cela signifie donc aussi que le terme « Infini dénombrable » qu’on emploie
pour désigner le cardinal de 'ensemble des ordinaux finis (ou entiers naturels),
avec surtout I'idée gqu’il N'EST QUE le plus petit des ordinaux infinis
est inexact pour ne pas dire simplement faux.
Car il est aussi équivalent a 0 donc est FINI,
et aussi il est plus grand que tous les ordinaux et les cardinaux,
plus grand que les plus gigantesques cardinaux dont on parlé
depuis l'introduction par Cantor de la théorie des cardinaux,
plus grands que les cardinaux dits « inaccessibles » ou autres.
«Inaccessibles », et pourtant accessible puisqu’il s’agit de I « Infini dénombrable  ».
« Infini dénombrable » et pourtant plus grand que tous les «Inaccessibles ».
Il ne faut plus raisonner en logique de Négation ou d’'ldentité ,
il faut simplement raisonner maintenant en logique d’Alternation et d’Equivalence ,
en logique de Cycle, la logique de la structure FRACTALE .
Il ne faut plus commettre I'erreur qu’on fait avec la logique de Négation ou d’ldentité
de dire que ce n'est pas le méme objet
parce que ce triangle-ci est d’échelle moitié ou double de celui-1a, etc.
Chaque version, a son échelle, est exactement la méme chose que le grand modéle!
Les considérations habituelles de relation de supériorité d'infériorité s'arrétent avec la fractale.
On change complétement de logique, on raisonne différemment, on voit autrement I'Univers !
On voit par exemple que cette structure FRACTALE
est un ensemble qui compte une INFINITE de versions de lui-méme en lui-méme.
Et pourtant aussi il n’en compte que 3, ou plutét 9...
a moins que la vérité ne soit que 27 ou 81, ou méme seulement... 1!
C’est cela une structure FRACTALE , avec elle finies les sciences
otulonneditque«0 # 1»etpasaussi«0=1»!
On tourne la page des sciences qui disent qu'il est « impossible » de diviser par 0 ,
car 0 n’est pas que 0, mais il est aussi 1 et méme l'Infini !
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U=(Ulv.ur.utuulvl)(lvu.uu.uun)

W=(3+2+H+4+3+2+3

Le générande de 'Eponge de Menger (une autre structure fractale) est 20.
Cette éponge, comme toutes les fractales, est elle aussi un ensemble infini ,
qui compte une infinité d’exemplaires de lui-méme en lui-méme,
bref qui compte un nombre wd’exemplaires.
Et pourtant, il n'en compte... que 20!
Onadonc w=20w ou U=20U.
Onaaussi: w=400 w, et w= 8000 w etc.
On a la chaine d'équivalences : 1 = 20 = 400 = 8000 = ...
qui est commune a toutes les structures Fractales de générande 20,
et on a I'équivalence : 0 = w, commune a toutes les structures Fractales
La formule brute de générescence est: U =20 U,
et la formule développée ou formule de la structure générescente est:
U = (UUU.UU.UUU).(UUUU).(UUU.UU.UUU).
Le symbole « . » qui sert a écrire cette structure
est 'opérateur de constitution , de concaténation
ou d’addition physique appelé le HENER, un important opérateur des générescences
Il est la définition fondamentale de l'opération que nous appelons I'addition en arithmétique ?
c’est donc dire son importance, il est simplement I'opérateur de base
de l'arithmétique des ordinaux , la vraie arithmétique et algebre,
conforme a la logique profonde des ordinaux, a leur nature cyclique et fractale .
La structure précédente s’écrit en arithmétique : 1 =(3+2+3)+4+ (3+2 + 3)
ou 1 = 20 sans développer la structure donc I'addition.
Un autre opérateur de générescence de trés grande importance est le GENER
noté « ... » , qui signifie I'itération infinie  du modéle auquel il est appliqué,
plus précisément l'itération du modele un nombre de fois égal a w
Par exemple, « U... » (lire « U GENER ») signifie que U est itéré wfois .
Par conséquent, la générescence « U... » est simplement synonyme de w
Et plus précisément encore, « 0... » est I'ordinal w et le cardinal (w- 1).
Cet opérateur GENER est trés important dans la structure des ordinaux , en particulier infinis .

On I'a compris, l'ordinal w = {0, 1, 2, 3, 4, ...} est d'une extréme importance, d'importance de méme
que le 0, le premier ordinal et cardinal, qui est donc 'Ensemble Vide et qui est son premier élément. A
eux deux, c’est tout le secret des ordinaux et cardinaux, c’est tout le secret des univers! Quand on
connait I'ordinal w (oui 'Oméga !) , quand on connait I'Ordinal Infini... Canonique , quand on connait
'Univers Infini Canonique (qui est tout simplement le simple schéme des parenthésages ou
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l'univers des ensembles héréditairement finis ), on a tout compris sur les ensembles , car le reste
est une simple affaire de Cycle, de Répétition , d'ltération de cet Univers ! Quand on connait un
phénomene périodique (comme par exemples les fonctions trigonométriques en mathématiques) ou les
phénomenes ondulatoires en physiques (car c'est exactement de cela qu'il s'agit ici, nous sommes tout
simplement en train de découvrir profondément la nature ondulatoire, vibratoire, quantique, etc., de
'Univers 1), quand on connait donc un phénomeéne périodique sur une période ou cycle, on le connait
sur toutes les périodes , sur tous les cycles . Inutile donc de I'étudier sur l'infinité des cycles, un seul
suffit, et ce seul, c’est justement le Cycle Oméga ! Quand on connait ce premier ordinal et cardinal
infini, on connait tous les ordinaux et tous les cardinaux (deux notions qu’il ne faut plus séparer, on
comprendra mieux un peu plus loin).

C’est parce que jétais influencé par l'actuelle théorie des cardinaux que jai appelé U, le premier
univers infini , exactement comme on a appelé O, le premier cardinal infini . Mais réflexion faite et
avec la pleine compréhension de la logique des univers qui arriva avec la Théorie universelle des
ensembles, il est plus approprié d’'appeler Uy simplement le premier univers , a savoir I'ensemble vide
ou O ou O0; et U; le second univers (donc premier univers infini  que nommais Up) ; puis U, le
troisieme univers (donc le second univers infini ) ; puis Us le quatrieme univers (donc le troisieme
univers infini ), etc. C’est juste une question de numéroter tous les univers a commencer par le
premier d’entre eux, et ne pas tomber dans les pieges dans lesquels on est tombé actuellement avec la
théorie des ordinaux et des cardinaux, parce qu’'on ne fonctionne pas dans le bon paradigme, le Cycle
ou I'Equivalence ou I'Alternation , mais avec la Droite ou I'ldentité ou la Négation (comme on va
commencer a le comprendre et plus encore dans la prochaine partie).

L'univers vide , que jappelle maintenant l'univers Alpha, que je pensais juste trivial, s'est révélé
beaucoup plus important que je ne le pensais, il est I'une des deux clefs du systeme des univers ,
lautre importante clef étant I'Univers des ensembles , U, l'univers plein , 'Oméga. L'Alpha et
'Oméga sont les deux extrémités de la hiérarchie des choses extraordinaires que sont les univers, et
plus exactement de leur extraordinaire structure, qui est tout simplement la structure FRACTALE |,
comme je le dis depuis le début.

L'univers U;, le scheme des parenthésages , l'univers des ensembles héréditairement finis , est
donc l'univers engendré par l'univers Uy, alias I'ensemble vide ou O ou 0. A son tour, il engendre
l'univers U,, qui vérifie donc I'axiome de linfini , puisqu’il contient U; qui est l'univers dit «infini
dénombrable » mais que je dis « canonique ». L'univers U, a la puissance de ZFC + AF, c’est-a-dire
le modele de Zermelo-Fraenkel vérifiant 'axiome du choix et 'axiome de fondation . Et a son tour,
U; engendre l'univers Us qui est d'un tout autre ordre ! Et plus généralement, pour tout ordinal a, on a
'univers Uy . Quand on connait la grandeur du dernier ordinal de U, (donc qui mesure la grandeur de
U,, son cardinal donc) qu’'on appellera par exemple Q, un ordinal qui est donc plus grand que tous les
ordinaux de ZFC + AF, alors qu'on essaie d'imaginer le « monstre » de grandeur que peut étre I'univers
Ug ! Qu'on imagine son cardinal Qy, et I'univers Ug; et le cardinal de Ug;, a savoir Q,, etc.

Comme déja dit plus haut, ce sont des cardinaux infinis extraordinairement gigantesques ! Et pourtant,
si grands soient-ils, on parle toujours du seul et méme w, le cardinal de Uy, l'univers des ensembles
héréditairement finis , ensemble qualifiés actuellement d’« infini dénombrable » !

Cela veut dire simplement que le cardinal des nombres entiers naturels est infiniment plus grand qu’on
ne le pense, car tous les cardinaux géants expriment sa grandeur, ils sont ses différentes facettes. Et
cela veut dire aussi surtout que les entiers naturels sont plus que ce l'on pense, ils sont tout
simplement TOUTES les choses, nous, tout ce qui nous entoure, les galaxies, les univers. Nous en
avons parlé dans lintroduction générale, nous en reparlerons aussi dans la partie C. Et le site
http://hubertelie.com développe cela en long et en large.

Si I'on donc parle des ordinaux et des cardinaux en ignorant le Cycle ou la structure FRACTALE

des ensembles, ces ordinaux et ces cardinaux sont FAUX, on parle de nombres infinis qui sont des
chimeres, qui ne correspondent a aucune réalité de I'Univers, ou plutdt qui traduisent faussement les
réalités de I'Univers. Car s'ils traduisaient ces réalités comme cela devrait étre le cas, on aurait compris
depuis longtemps la vraie nature et le SENS des nombres, et en particulier des nombres entiers

naturels . On n’en parlerait pas comme de choses purement « mentales », abstraites , qui n'ont aucune
réalité physique. Mais on aurait compris que les nombres sont toutes les choses de I'Univers, toutes les
choses des univers. On aurait compris simplement ceci: nous sommes des nombres ! Oui, nous
sommes des éléments de I'ensemble des entiers naturels ! Nous sommes de grands nombres, de
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trés grands nombres. Les ordinaux finis ou infinis dont on parle, c’est nous, a la fois finis et a la fois
infinis ! Si donc on ne travaillait pas dans la pure abstraction (en raison de la Négation ) , on courrait
derriere des « grands cardinaux » ou des « cardinaux inaccessibles », alors que tous ces cardinaux...
sont dans I'ensembles des entiers naturels !

A-t-on fini de comprendre la nature et le sens des nombres gigantesques comme le nombre de
Graham avant de chercher a percer les mysteres des « cardinaux inaccessibles » ?

- I Nombre de Graham
%% Graham’s Number

Graham's number

gl Vikipedia, the free encyclopge

This article is about the large number named after Ronald Graham, For the investing term named after B

Graham's number. named after Ronald Graham, is a large number that is an upper bound on the solution tg
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Sait-on tout sur par exemple ce nombre que je vais écrire avec la notation des fleches de Conway ?
54 > 12 - 1287 -> 611159 - 280500 - 170704 - G =-> 208 - 425 + 241 - 130404 ?

A-t-on fini de « dénombrer » ce « simple » nombre « entier naturel », est-on sdr qu'il est vraiment fini ou
gu’il n’est que fini , connait-on les propriétés d’'un « simplexe » dont le nombre de sommets est ce
« simple » nombre « entier naturel » avant de s'inquiéter de problemes concernant des cardinaux
« inaccessibles » ?

Bref, TOUT est déja dans les nombres entiers naturels, dans l'univers U;, le scheme des
parenthésages , I'univers des ensembles héréditairement finis . Avoir compris cet ensemble c’est
avoir tout compris.

Le théoréme de Lowenheim-Skolem dit dans ses grandes lignes que toute théorie qui posséde un
modele de n'importe quel cardinal infini posséde aussi un modéle infini dénombrable. Et en particulier,
la théorie des ensembles de ZFC, ou simplement l'univers U,, qui contient non seulement des
ensembles « infinis indénombrables » (comme par exemple 'ensemble des nombres réels) posséde un
équivalent infini dénombrable, ce qui veut dire un équivalent a U;, ce qui constitue le paradoxe de
Skolem.
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Mais on n’a pas compris le sens réel de ce théoreme, a savoir ce que je viens de dire : que TOUT est
déja dans les nombres entiers naturels . C’est au cceur méme des nombres entiers naturels que j'ai
exhibé le schéme des parenthésages , 'univers U; (qui est un modéele ZFC+ AF moins I'axiome de
l'infini, car cet axiome n’était pas nécessaire car justement U, suffisait déja), qui a servi de point de
départ a la Théorie des Univers et auquel je suis revenu car toute la théorie indiquait que ce modele
était vraiment universel , que tous les secrets, toutes les réponses, s'y trouvaient déja. Et cette vérité
devient maintenant une évidence frappante avec la structure FRACTALE de ['Univers des
ensembles . C’est cette vérité profonde que voulait dire le théoréme de Léwenheim-Skolem et le
paradoxe de Skolem. Comme le paradoxe de Russell, de Burali-Forti et d’autres, c’est un pseudo-
paradoxe, mais pas pour les raisons qu’on avance qui résolvent en rien le probléme de fond qui est la
Négation .

Et que disent en réalité les théoremes d'incomplétude de Godel sinon simplement qu’'une théorie des
ensembles qui se veut suffisamment forte dans le paradigme de la Négation ne peut pas étre
compléte ! En effet, pour qu'elle soit compléte, pour qu’elle cléture, il faut qu'elle « boucle », il faut
gu’elle adopte une structure FRACTALE ou le Cycle, il faut qu’elle dise simplement:

« Ensemble Vide = Ensemble Plein  », « Commencement = Fin », « Alpha = 0Oméga », « 0 = w»,

ou simplement «0 = 1»! Mais dire cela signifie qu'on ne fonctionne plus avec I'ldentité ou la
Négation qui interdisent ces équivalences ! Voila le vrai probléme et voila I'unique solution, la vraie !

—>

0 ds 2 3 % s @

Les Finis qui tendent désespérément vers un Infini séparé d’eux, qu’ils
n’atteignent jamais, qu’ils ne seront jamais... parce que cet Infini est FAUX!

— T —
0, 1, 2, 3, 4, ... , 04, 03 02 0ol ©

Les Finis et les Infinis qui ne se rejoignent jamais... car ils sont FAUX!
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0, 1, 2, 3, 4, ..., o4, -3 02, o-1, ®

Les Finis et les Infinis qui se refoignent ... car ils sont VRAIS!

Finis et Infinis sont Equivalents,
Les Finis deviennent des Eloiles...

La conception des ordinaux, du Zéro et de I'Infini ,
est fausse dans le paradigme de I'ldentité ou de la Négation .
C’est dans le paradigme de I'Equivalence et d’Alternation que les ordinaux deviennent vrais.
Autrement dit, les ordinaux réclament le Cycle Oméga : « 0 =w»
ou méme simplement le modeste Cycle 1 : « 0 =1 »!
Sans le Cycle, I'Infini est séparé du Fini, la cohésion des nombres est brisée!
La zone GENER (la zone de l'opérateur noté « ... »)

qui normalement est la jonction entre le domaine du Fini et le domaine de I'Infini,
devient au contraire la zone de clivage , de séparation entre ces deux domaines.

La notion d’ « ordinal limite » (comme ici le premier w)
a elle seule incarne toute la fausseté de la conception traditionnelle des ordinaux.

Les ordinaux finis tendent vers cet ordinal limite sans jamais I'atteindre
ce qui veut dire qu'il a treés peu de rapport avec eux, a part dire qu'’il est leur ensemble...
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Le premier ordinal infini est donc w = {0, 1, 2, 3, 4, ...}. Le second ordinal infini est wt+1, est tres
exactement I'ensemble obtenu en ajoutant w lui-méme & ses propres éléments, donc aux entiers
naturels: w+1 =w O {w}= {0,1,2,3,4, ..., w}.

L'ordinal suivantest: w+2 =(w+1) O {w +1}= {0,1,2,3,4, ..., w w+l},

ce qui veut dire gu’on ajoute w+1 a ses propres éléments pour avoir I'ordinal suivant.

L'ordinal suivantest: w+3 =(w+2) O {w +2}= {0,1,2,3,4,..., 0w w+1, w+2}

et ainsi de suite. D’'une maniére générale, on ajoute un ordinal a a ses propres éléments pour avoir
l'ordinal suivant, sont successeur, & savoir o + 1.

On voit ainsi que 'on définit tout simplement le début d’une nouvelle arithmétique, celle des ordinaux,
qui généralise celle des ordinaux finis ou entiers naturels . On vient de définir tous les ordinaux de la
forme w + n, ou n est un ordinal fini ou entier naturel. Dans la conception actuelle des ordinaux (qui
est, « hélas », aussi celle de la Théorie des Univers, je dis « hélas » car il n’y a pas mort d’homme non
plus, il suffit de comprendre maintenant les limites des conceptions et les améliorations qu'il faut
apporter...)

Et 'ensemble formé par les entiers naturels et les ordinaux de la forme w+ n est par définition I'ordinal
w+ w donc 2w, que les mauvais paradigmes actuels obligent a noter plutdt X2, car, avec les ordinaux
infinis on n'a pas la simple commutativité de la multiplication: 2w = w2 a laquelle nous sommes
habitués (on ne vas pas tarder a comprendre les raisons de cette aberration et d’autres). L'ordinal 2w
est donc 'ensemble : 2w={0,1,2,3,4, ..., w+1, w+2, 0w +3, w+4, ...}

Puis, exactement de la méme facon, on passe a la série des ordinaux de la forme 2w+ n, ou n est un
ordinal fini ou entier naturel. En ajoutant ceux-ci a 'ensemble 2w précédent, on a donc I'ensemble 3w,
qui est donc :

3w={0,1,2,3,4, ..., @ w+1, Ww+2,w+3, w+4 .. 20,20 +1 2w +2, 2w +3,2w +4, ..}
Et ainsi de suite pour avoir tous les ordinaux de la forme new, ou n est un ordinal fini.

Vue la forme de l'ordinal nw, on comprend facilement qu’apres cette série, on va attaquer une nouvelle
grande série avec I'ordinal o, qui est donc le commencement d’une nouvelle grande série de la forme
W', aprés laquelle viendra l'ordinal w®, et ainsi de suite.

Le symbole « ... » qui sert a écrire la liste des éléments d’'un ordinal quand il est infini, le premier du
genre étant w = {0, 1, 2, 3, 4, ...}, n'est pas un simple symbole, un élément de typographie ou
d’écriture de la liste des éléments d’'un ensemble (en particulier quand il est infini), comme le pense
actuellement. Dans la Théorie universelle des ensembles il est un véritable opérateur qui est le
GENER, un opérateur de la notion de générescence dont jai parlé dans lintroduction générale,
encore une fois un peu plus haut avec les fractales, et dont je reparlerai dans la partie C. Il est un
élément trés important de la compréhension de la nature, de la structure et de la logique des ordinaux,
a savoir tout simplement que les ordinaux sont de nature... CYCLIQUE ! Cela saute aux yeux !

Par exemple, revoyons la liste des éléments de 'ordinal 3ux

3w={0,1,2,3,4, ..., w+1, w+2,w+3, w+4, ...,2w,2w +1, 2w +2,2w + 3, 2w +4, ...}.
On voir tout simplement qu’apres la suite des ordinaux appelés les ordinaux finis: 0, 1, 2, 3, 4, ..., on
recommence une nouvelle série d’ordinaux dans laquelle w joue tout simplement le rdle du nouveau O,
et w+ 1 le réle du nouveau 1, et w+ 2 le réle du nouveau 2, etc. Autrement dit, on recommence toute
simplement un nouveau CYCLE des mémes ordinaux finis. On parle d'une nouvelle version des
mémes entiers, ceux du second cycle de w le premier cycle étant les entiers naturels, dont
'ensemble est w = {0, 1, 2, 3, 4, ...}. Les ordinaux du second cycle de w ne sont pas identiques a
ceux du premier cycle, évidemment, autrement dit ils sont différents au sens de I'ldentité . Mais il est
évident aussi que chaque ordinal du second cycle est EQUIVALENT a l'ordinal correspondant du
premier cycle .

Ainsi, 0 et w sont équivalents , ce qui s’exprime par I'équivalence : «0 = w». De cela découle le fait
aussi «1=w+1» «2=w+2» «3=w+ 3», etc. C'est I'équivalence fondamentale, qui veut dire
simplement ceci : « On est en présence d’'un phénoméne périodique , cyclique . Si 'on connait tous les
ordinaux et leurs propriétés sur un cycle des ordinaux, sur une période , a savoir sur l'intervalle de 0 a
w, alors on connait aussi les ordinaux sur tous les cycles . »
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Et pour aller plus loin encore, il faut dire que les théories des ordinaux actuelles affirment que I'ordinal 0
n'a pas de prédécesseur, ainsi que l'ordinal w Mais |a encore, erreur ! parce qu’on ne raisonne pas en
logique de cycle, car I'équivalence : «0 =w» veutdire aussi« -1 = w-1», «-2 = w-2»,

«-3 = w-3», etc, et«-w = 0» Autrement dit, 'ordinal O est la fin d’'un cycle des ordinaux qui
commence par -w, lui-méme la fin d'un cycle qui commence par -2w, etc. Et toutes ces équivalences
disent la méme chose : «0 = w».

Bref, si I'on a un jour compris comment ¢ca marche les fonctions trigopnométriques sinus , cosinus , qui
sont périodiques (ou cycliques) et de période 2m si I'on sait qu'il suffit de connaitre la fonction sur une
période, la période de référence étant l'intervalle [0, 21, alors on a compris aussi comment marchent
les ordinaux. Car l'intervalle [0, 21 n’est que lintervalle des ordinaux [0, ), avec le changement
d’échelle effectué par cette équivalence : w = 21 Autrement dit, on a « compacté » l'intervalle infini
des ordinaux pour le ramener & un intervalle fini de longueur 21t Dans les deux cas, c’est une banale
affaire de cycle .

Parce que les actuelles théories des ensembles ne se font pas dans le paradigme du Cycle, les
ordinaux et les cardinaux , qui sont en fait la seule et méme notion mais vue sous deux angles
différents (les uns sont les formes ou formations et les autres sont les informes ou informations ), et
de plus des notions entre lesquels il y a seulement un décalage d’'une unité (le cardinal O est I'ordinal 1,
le cardinal 1 est l'ordinal 2, et le cardinal w est l'ordinal w + 1, etc.), sont maintenant terriblement
séparés dans le domaine de I'Infini (ils continuent a coincider, heureusement dans le domaine Fini).
C’est le méme probléme de la séparation entre les porcs et les cochons dont je parle depuis le début,
probleme dd a la Négation Absolue , la Séparatrice et la grande Trongonneuse par excellence ! De
méme, les arithmétiques des ordinaux et des cardinaux, qui coincident (heureusement...) dans le
domaine Fini, sont séparées dans le domaine Infini : on a l'arithmétique des ordinaux infinis d’une part
et celle des cardinaux infinis d’autre part. Et de plus ces deux arithmétiques sont maintenant séparées
de celle des ordinaux finis. Bref, ce qui dans le paradigme de I'Equivalence (ou de I'Alternation )
devait étre une seule et méme arithmétique (celle des nombres finis et infinis) a littéralement explosé
en plusieurs arithmétiques du fait de I'ldentité (ou de la Négation ), du fait donc qu’on ne raisonne pas
avec le Cycle.

Par exemple, I'égalité w= w+ 1 est vérifiée par w en tant que cardinal , mais rejetée comme fausse
pour le méme wen tant qu’ordinal ! Plus généralement, les égalités comme :
a = o+ 1, a = a-+ aq a = o, a = a (ou n est un entier naturel), etc.

sont vérifiées par tous les cardinaux a, mais ne sont vérifiées pour aucun ordinal , fini ou infini.

Et de plus, pour un cardinal a, on pourrait penser que sa propriété extraordinaire «a = o + 1»
autorise a faire les calculs suivants comme pour les nombres finis :

a=a+l,donc a -a =1,donc: 0= 1.

Mais non ! Car «0 = 1» est interdit par I'ldentité , qui n’autorise que les égalités de la forme :

«0=0», «1 =1», «2 =2», «3 =3», «0=0», «W=u», <X =X», etc.

Or «0 = 1» est la Loi du Cycle 1 et surtout «a = a + 1» est 'une des expressions mémes de
lInfinité !

En effet, on comprend intuitivement que I'Infini est par définition le nombre qui reste lui-méme quand on
lui ajoute 1! Et dire que I'expression de l'Infinité «a = a + 1 » est synonyme du cycle 1 ou «0 = 1»,
c’est simplement exprimer la subtile vérité selon laquelle pour un nombre infinia, 1 est 0, puisque lui
ajouter 1 c’est comme lui ajouter 0 (étant donné qu'il est INFINI)! On comprend donc intuitivement le
SENS de ces opérations, ce que I'Infini veut nous dire et qu’on ne pourrait pas le comprendre avec les
nombres finis ou les nombres qui ne sont pas suffisamment grands pour que leur ajouter 1 soit comme
leur ajouter 0. Si donc on dit « w=w+ 1» ou «a@ = a + 1 » sans faire ces opérations normales des
nombres qui débouchent sur le cycle qui révéle leurs sens, on ne comprend en fait pas grand chose
aux ordinaux et aux cardinaux infinis.
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Equivalence, Arithmétique de PINFINI
et Loi du Cycle 1

Hlaalsle nls o
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® = Tous sauf 0 ‘ Cyclel1l: 0

® = Tous
Jo+1 = Tous
|Donc ® = o+ 1, donco-o=1 d’ou

Dans l'arithmétique des cardinaux,
on sait que I'ensemble des entiers naturels est équipotent a lui-méme moins un élément,
autrement dit les ensembles {1, 2, 3,4, ...} et {0,1, 2, 3,4, ...}
ont exactement le méme nombre d’élément, & savoir w, méme si 0 manque dans le premier.
En effet, on peut mettre en bijection les deux ensembles, comme le montre le schéma.
Cela veut dire tout simplement que le cardinal w vérifie : w= w+ 1.
C’est I'une des propriétés fondamentales de I'Infini.
Cette propriété est synonyme aussi du Cycle 1: 0 = 1.
Mais les mathématiques actuelles refusent de se batir sur cette égalité,
ou de faire ce calcul simple pour la trouver.

Laloi«a = a+ 1» estaussi appelée la Loi de Récurrence ou la Loi de I'Induction , I'expression trés
simple de la fameuse Récurrence quand elle est faite dans le paradigme de I'Equivalence ou du
Cycle. Les choses deviennent trées compliquées dans le paradigme de I'ldentité (ou de la Négation )
alors qu’en fait elles sont aussi simples que le Cercle ou le Cycle qui tourne et qui inscrit « +1 » a son
compte-tour a chaque tour. Et a chaque tour on revient au point 0, et la situation est comme si on
n'avait pas bougé. C’est ce que veut dire aussi I'équivalence « a = a + 1 » et sa forme simplifiée «0 =
1» ou Cycle 1.

C’est donc l'ordinal 0 qui démarre la récurrence avec «0 = 1», ce qui implique (en ajoutant 1 aux deux
membres) que : «1 = 2» , puis que «2= 3», etc.

Autrement dit, si«a = a+1»,alors:«a+1 = a+2», quiestlaloi dhérédité de larécurrence .
On ala chaine des équivalences : 0=1=2 = 3= 4 = ....

Une autre égalité des cardinaux de trés grande importance : « @ = o + a». De la méme facon, en
faisant normalement les calculs, celadonne:a = a+a,donc a - a = a,donc: 0= qa.

Avec le cas patrticulier du cardinal w, cela donne donc :

Ww=w+w,dnc - w = w,donc: 0= W, quiselit: «Zéro = Infini » ou « Alpha = Oméga »,
ou Alpha n’est pas a comprendre comme un ordinal ou un cardinal quelconque mais le hom spécial
réserve a l'ordinal et cardinal O .

L’équivalence est « 0 = w» est I'expression du Cycle w (Cycle Oméga), la Loi de I'Alpha et de
'Oméga, I'expression fondamentale de I'Infinité !
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Equivalence, Arlthmethue de PINFINI
et Loi de I’Alpha et de ’'Oméga
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Alpha = Omega

: Pairs + .
1Donc ® = o+ w», donco-o=0 d’ou

Silaloi«a = a+ 1»estlalLoide Récurrence , laloi«a = a+ a », de laquelle on déduit la Loi du
Cycle a, a savoir « 0 = a», est quant a elle la Loi de I'ltération . Plus particulierement, c’est avec que
cette loi est ainsi nommeée car c’est en fait lui qui est la cause ou la base méme de cette loi générale
des cardinaux et aussi de tous les ordinaux ! La Loi d’Itération estdonc:« w = W+ wW».

Bref, toute la sciences des ordinaux et des cardinaux est dans le Cycle Oméga : 0 = w. Et toute la
science des ensembles dans l'univers U,, le schéme des parenthésages qui fut le point de départ
de la Théorie des Univers, qui a permis la construction d’'univers extraordinairement infinis, univers dont
la compréhension a ramené a l'univers fondamental : I'univers U;. Tout est donc dans ce modele
universel. Avec ce schéme tous les axiomes deviennent des théorémes, et la voie est alors tracée vers
la Théorie universelle ses ensembles, la Science de I'Univers TOTAL..

Mutation de 2003, vers la Théorie universelle desxsembles

| - Construction d'un modeéle universel

1. Les parenthésages

On se donne deux symboles quelconques distinatexemple les deux symboles de parenthéses , rséy/oiet

")". On s'intéresse aux assemblages ne comportentes deux symboles, par exemple )))( ou)((((¢ Parmi

eux, on s'intéresse encore plus particulierementux que nous appelommrenthésageou structures de
parenthesest qui sont formés d'apres les regles suivantes :

(Py) : () estun parenthésage. Il estvitlie et on le notell.
(P,) Soit un parenthésagel 'assemblageaj obtenu en insérant en téte de I'assembladea parenthese
ouvrante et en insérant en queuada parenthése fermante est un nouveau parenthéspglé un

singleton

(Ps) Soient deux parenthésagast b. Alors I'assemblageb obtenu en faisant suivre par concaténation
'assemblaga par b est un nouveau parenthésage appeailéuaionde a et b.
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(Ps) Tous les parenthésages sont obtenus par afplicépétée des trois regles précédentes. Nofons
la collection des parenthésages.

Comme le terme "parenthésage" le laisse entendee,atsemblages formés ci-dessus indiquent touses le
structures possibles de parenthéses encadrantitslesoexpressions mathématiques. Par exempléuletige de
parentheses de l'expression [(x + 5) —2x + A ) 7(3 +x)] est  [()()I()] , ce qui amspond au

parenthésage (()())(()), soitO{)(O) .

Nous allons par la suite énoncer des propriétéspdesnthésages. Ces propriétés sont suffisammétentes
pour que nous nous permettions de nous passerndendérations qui alourdiraient et allongeraienttilament
I'exposé de cette partie. Ces vérifications sagséees au soin du lecteur. Par exemple, pour wenfie@sage, les
propriétés suivantes sont évidentes, nombre d'eliere étant des plus classiques :

— a commence toujours par une parenthése ouvranéetetraine par une parenthése fermante.

— a comporten parenthéses ouvrantes et parenthéses fermantesgtant un entier naturel non nul. De plus,
chaque parenthése ouvrante aleest appariée a une parenthése fermante et &ulgede a et vice versa.

— a estde la formes; c,... ¢, appelée laécompositiorde a, ou n est un entier naturel non nul et ou chaque

G , appelé uromposantea, est soit[1, soit un singleton. St;, # O , alors il est de la formes]. On dit alors
que g appartienta a ou est urélémentde a et on note ¢ O a. On voit qu'un parenthésage de la forme
0d0...0 n'aaucun élément. On dit aussi qu'il est vide.

— On dit quea est lesubélémend'ordre 0 de. Un élément dea est appelé un subélément d'ordre den
élément d'un élément da est un subélément d'ordre 2 de etc. Les subéléments deautres quex sont dits
stricts Les subéléments dea sont forcément en nombre fini puisqua est formé d'un nombre fini de
parenthéses. De plus, il est clair queasin'est pas vide, il existe alors des subélémemtsa dd'ordre maximal.
Cela veut dire qu'il existe un entigp tel que a posséde un ou plusieurs subéléments d'oqrenais n'en
possede aucun d'ordre strictement supériepr Bin subélément d'ordre est alors forcément vide sinon un de
ses éléments serait d'ordper1. L'entier p est appelé larofondeurd'imbricationde a. Concretement, plup est
grand et plus la structure de parenthéagmsséde de niveaux d'imbrication. La profondeufdesst donc 0.

2. Les parenthésages ensemblistes

En interprétant la parenthése ouvrante "(" comineet la parenthése fermante ")" comme 0 , unnplaésage
peut donc étre interprété comme un entier natiéetigant uniquement avec des 1 et des 0. Aimsiegemple

O =() s'interpréte comme 10 éil)(=(()) comme 1100. Si au contraire "(" eserprété comme 0 et

" comme 1, alors sera interprété comme l'entier 01 efl) comme 0011. Dans les deux cas, on peut
interpréter un parenthésage comme un développedéeinal ou, si I'on veut, binaire d'un entier. Reporte
linterprétation retenue, I'essentiel est qu'iltfqu'il associe a tout parenthésage un entier Wjuedt propre de
sorte que deux parenthésages soient égaux siletreau si c'est le cas de leurs interprétationsmaenqu'entiers
naturels. Pour la suite, nous supposerons retenpeemiéere ; il en découle donc une relation d®slricte dans

P qui est celle des entiers.

Un parenthésage est déduit s'il est égal all ou si ses composants sont non vides et deux>a distincts.
Réduire un parenthésaga, c'est donc former un nouveau parenthédagm ne conservant que la premiére
occurrence de ses composants non vides. S'il det giors on ne conserve que son premier compod2at.
exemple, la réduction de O(OO)DHO@O@O)Y)OO@oO)d(d), de profondeur 2 est
(O(@O)O)(O)(OO) également de profondeur 2.

Un parenthésage est ditdonnési ses composants apparaissent de gauche a piaoitedre croissant. Ordonner
un parenthésagea , c'est donc former un nouveau parenthésdgeen rangeant (de gauche a droite) les
composants de par ordre croissant. Par exemple, I'ordonné d€1()0)0(0) 0@ O)(O)OO(@O)O(d) est
gooooa@yoy(oyooyoo)o@o)o), également de profondeur 2. En combinant I'op@rate réduction et
d'ordination, 0(CO)O)O(O)O(@O)O)OO(@O)O(d) devient 0)(OO)(O(CO)O), toujours de profondeur
2. 1l est facile de constater que l'opération déucéon ou/et d'ordination d'un parenthésageaboutit a un
parenthésageb de méme profondeur que étant donné que ces opérations ne consistentietisenent qu'a
éliminer les doublons dans les composantsadeet a modifier l'ordre de concaténation de cespomants. On
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constate aussi que si l'on effectue les deux dpésmtle résultat final est le méme, que l'on réeuavant
d'ordonner ou que I'on ordonne avant de réduire.

On dit d'un parenthésagea qu'il estensemblisteou qu'il est unensemblesi tous ses subéléments (et par
conséquent lui-méme) sont réduits et ordonnésex@anple[1, (d), (([@)) et )((O)) sont des ensembles.

Désignons pad la collection des ensembles (au sens défini ici).
Onale

Lemme 1
Pour qu'un parenthésage soit un ensemble, il faut et il suffit qu'il soéduit et ordonné et que tous ses éléments
soient des ensembles.

En effet, sia est un ensemble, alors il est réduit et ordonngé@®me que tous ses subéléments d'ordre stricts. Soi
un élémentb de a; b est donc réduit et ordonné. Comme tout subélémetd b est un subélément deil s'en

suit quec est réduit et ordonné et par conséquergst par définition un ensemble. A l'inverse, sigIPG que

soit réduit et ordonné et que ses éléments soenedsembles. Tout subélément strica ést un subélément d'un
ensemble (puisqu'il est soit un élémentadet par conséquent un ensemble, dont il est lel&Gueét d'ordre 0,
soit un subélément strict d'un élémentajdelonc d'un ensemble) donc il est par définitiotuieet ordonné. Et
comme c'est aussi le casale est donc par définition un ensemble. CQFD.

Ce lemme implique évidemment que tous les subéltntium ensemble sont des ensembles.

Soit un parenthésagea est de la forme €f)(e;) ...(e), ou n est un entier non nul. En convenant de remplacer

dans cette écriture toute occurrence de l'assembjagpar une virgule ", " ,a = (e)(e) ...(e,) s'écrira donc
aussi €, e, ...,e). Ainsi par exemple, [{)((O)) s'écrit {d, (O)).

On vérifie aisément qu'un ensemble non valest de la formee(, e, ...,&,), oU n est un entier non nul. Dans
ce cas, il est clair que ses élémegtssont des ensembles distincts rangés dans |'ordigsant.

Le résultat suivant est trés évident mais essentiel

THEOREME 1

Soit n ensembles quelconques,, a,, ... ,a,, n étant un entier quelconque. Il existe un ensemble

(b1, by, ... ,bp) ayant chague ensemlaecomme élément.

En effet, il suffit & partir de la listey, , a,, ... ,a,, de former une listea;, a5, ... ,a, , ou chaques; figure
une et une seule fois, d'ordonner ensuite la l&tea’,, ... ,a}, pour former une listéb,, by, ... ,b, et enfin de
former le parenthésagé,( b,, ... ,by) qui bien shr est un ensemble possédant la ptépeguise. CQFD.
L'ensemble lf;, b,, ... ,b,) seranoté &, a, ...,a,}

Naturellement ce théoréme englobe le cas triviabmin'a aucun ensemtde. Dans ce cas lI'ensemble cherché est
bien sdr vide. Soient deux ensemhblet b tels quea<b. (@, b) est donc un ensemble et par exemple les
écritures ,a,a, b, a} ={a, b} = {b,a} etc. désignent tous I'ensembla, If).

THEOREME 2

La collectionU des ensembles définis ici (les parenthésages éfisen) munie de la relation d’appartenance
définied, est un modéle universel.

Démonstration
En effet, U satisfait les axiomes de base, et mémeles axiomes de ZFC, sauf I'axiome de I'infini.

- Axiome I'ensemble vide
« Il existe un ensemble n’ayant aucun élément »

Immédiat, car cet ensemble est justement le pasage noté[]
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- Axiome d’extensionnalité
« Deux ensembles ayant les mémes éléments sont #gau

Evident aussi, puisque cela veut dire que ces @asembles, en tant qu'assemblages réduits et agdpnn
sont la méme séquence de parenthéses.

- Axiome de la paire
« Pour deux ensemblastb, il existe un ensemble ayant comme élémaietid»

Conséquence immédiate du théoréme 1

- Axiome de I'ensemble des parties
« Pour tout ensembk il existe un ensembledont les éléments sont les partieade

Une partie dea est simplement un ensemigeconstitué par une partie des élémentsaadee théoréme 1
garantit I'existence d’'un tel ensemlpe Tous ces ensembles sont en nombre finis, doneélee théoreme
assure I'existence de leur ensemble.

- Axiome de la réunion
« Pour tout ensembk il existe un ensemblkedont les éléments sont les éléments des éléments d

Les éléments des élémentsadseont en nombre fini, car cet assemblage estRani.conséquent le théoréme 1
assure I'existence de I'ensemble cherché.

- Schéma de remplacement
« Pour tout ensemble et pour toute relation fonctionnelfeil existe un ensemble dont les éléments sont
images des éléments darf»

Les éléments da sont en nombre fini. Et comme la relation fonatielte associe a chaque élémentadau
plus une image, ces images sont dont en nombrePfmiconséquent, le théoréme 1 assure I'exisidmdeur
ensemble.

Tous les axiomes de base (les axiomes du modélersal) sont donc satisfaits. Les deux axiomesasisv
sont satisfaits aussi.

- Axiome de fondation
« Pour tout ensemble non vidgil existe un ensembledea tel quea etb n'ont aucun élément commun»

Soit un ensemble non vide Considérons les profondeurs des éléments el la plus petite d’entre elles.
Soitb un élément da de profondeup. Si b est vide, alord est 'ensemble cherché. Maisbsest non vide,
alors soitc un élément dé. c est forcément de profondeur strictement infériéypedoncc ne peut pas étre
un élément da. Donch n’a aucun élément commun awec

- Axiome du choix
« Tout ensembla peut étre muni d’une relation de bon ordre»

Sous cette forme, I'axiome est immédiatement \@&dfi simple fait qu’on parle d’'un ensemble fini.

Avec la collectionU des parenthésages ensemblistesimsemblesnous avons démontré que le systéeme des
axiomes de ZFC (moins I'axiome de l'infini) est systéme de théoremes.
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Mutation de 2003, vers la Théorie universelle desxsembles

Il - Propriétes générales d'un scheme

1 -Notion de schéme. Enoncés, relations et collectioredatives a un schéme

Appelons unschémeune collectionU d’objets et une relatioril binaire sutJ. On le note U, O). Les
termes "collection” et "relation binaire" sont pdiurstant a prendre au sens intuitif, ce qui ngaadurer.

Les objets d&J sont appeléf)-ensemblegt U est l'univers de)-ensembles, le terme "univers" est a prendre
dans son sens courant; il recevra un sens spétineps voulu. Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité lsuschéme
considéré, on dira simplement "ensemble” au lieuUdensemble. La relation] est appelée la relation
d'appartenancele U. xOy selit « appartientay » ou « estun élément dg » . On dit aussi ¥
posseédex » et on notey [Ix.

On ne faitaucune hypothése concernant la collectiod et la relation (0. Par conséquent, les notions et
définitions relatives a ce schéme que nous allotneduire dans ce chapitre sont trés généralesnétapplicables

a n'importe quelle collection d'objets munie denptrte quelle relation binaire dans cette collectidans le cas
particulier ou 0 est la relation d'égalité =, le schémg, £) noté simplemeri est appelé le schémgnimal

ou le schémeanonique Dans ce schéme, tout ensemble a exactementmpréldui-méme.

Pour se fixer les idées, considérons la collectiordes entiers naturels non nuls munie la relation:  «x est
un diviseur dey ». On a alors 515 ou encore 624, mais on n'a pas €514 . Le schemeK( €) nous servira a
illustrer les concepts généraux que nous allomednire.

Soit un schemel, 0) et une collectioJ' qui est une partie (au sens intuitif) de Le schémel’, ) est alors
appelé ursous-schemde U, 0).

Dans tout ce chapitre, on se donne un schddelf. Comme aucun axiome n'est imposé a ce scheme, les
notions, les définitions, les propriétés, les teéuwgs etc. que nous allons établir sontldggjues

A partir de maintenant, lorsque nous employongimé "ensemble" au sens intuitif, nous devons éeiper, car
ce terme trés polyvalent est pour l'instant rétjaisné pour désigner les objets deDe méme, il faut dépouiller
la notion d' "appartenance" et le terme "élémemt'lair sens habituel car ils ont le sens que Hiosl binaire
retenue dansU. Nous pouvons employer ces termes dans leur sanfien le précisant mais au lieu de cela,
nous dirons le plus souvent "est un objet de".

a. Enoncés

Le développement d'une théorie nécessite deus fifjobjets. D'une part on a les objets internest-é-dire
ceux du domaine d'étude considéré (dans notrd sagit des ensembles) et d'autre part on a Igtsobxternes
qui sont ceux dumétalangagePar exemple, nous nous servirons des notiongivets externes dhtier naturé
devariables dénoncésderelationsetc. Elles ne sont externes qu'en apparence calgplupart de ces notions
(pour ne pas dire pour toutes), on peut de divarseséresconstruireou a défautdéfinir une sorte deéplique
dans ZF ou méme dans un univers d'ensembles ayanbias les axiomes d'un modéle universel. Encaueif
préciser ce que doit étre une "définition" et phéméralement ce que doit étre un énoncé sur lesnbhss. En
effet, en acceptant tout ce qui a intuitivementsens comme énoncé ou définition valide, il n'est ghficile
d'imaginer des situations d'imprécision récurrentepire, recelant des cercles vicieux, voire deagaxes. Par
exemple, plagons-nous dans notre schéfe)(ou le mot "ensemble" a regu le sens précis dhjetale K
savoir un entier non nul, et ou le terme "élémaighifie précisément "diviseur". En définissant sl@e schéme
un ensemble « rectangulaire » comme un « quaghélatont les cotés ont deux a deux la méme metanapt
un angle droit », on reléve sans peine les termesegtent a leur tour a définir pour que cetterdi@din ait le
moindre sens dans ce scheme. Mais une définitiogetue « ursingletonest une ensemble n‘ayant qu'un seul
élément » semble raisonnable méme si un tel ensenféotiste pas dans ce schéeme (puisque tout ewtienul a
au moins deux diviseurs, 1 et lui-méme). D'ou, ponrschémel, 0) donné, la nécessité au préalable de

84



construire (et non simplement de définir) a partir de ce smhdes énoncés dont on convient qu'ils établidsent
frontiere de ce qu'on peut exprimer dans ce scheme.

La Logique Mathématique et la Théorie des Modéd¢iennent principalement une frontiére dont lefizb
sont les énoncés dits guemier ordre Cette frontiére n'est bien évidemment pas inexddm mais il faut bien
s'arréter quelque part. Les extensions qu'on peusager donnent lieu alors & des énoncés du sexdnel et une
extension éventuelle de ces derniers conduira momo&s du troisieme ordre etc. Mais quelle queladibntiére
E convenue, dont les objets monopolisent alors effexinent I'appellatiortnonce il se produit ce phénoméne
évident: aux objets dE sont automatiquement &tévitablementssociés des énoncés (alors au sens intuitif du
terme) du métalangage qu'on ne peut s'empéchepldin si I'on veut prendre de la hauteur et aua# vision
aussi globale et "compléte" que possible de I'atgeltétude, ici le schem#& (). Cette remarque est valable pour
n'importe quel domaine d'étude dont on s'est déeséngrédients dlangage c'est-a-dire devant permettre d'en
construire les énoncés. En effet, les énoncésmudbuble aspect. D'une part, ils sont des oliggtaelset de ce
point de vue on a a tenir des propos sur leurdoiar exemple ceux consistant a dire qu'ils cotapbou non
tel ou tel symbole ou parameétre. D'autre part,'ettdien la leur principale caractéristique, ifg an aspect
sémantiqueet on aura donc a formuler des propos sur lewscit&:. Ces énoncés du métalangage, puisqu'ils ne
sont & priori soumis a aucune contrainte, peuvexi@mes étre victimes du probléme d'imprécisiagée plus
haut. On peut alors considérer une nouvelle cadliecV dont les objets sont la réunion (au sens intuiif)ceux
de U et E. On pourrait alors convenir des régles permettintfixer une frontiére pour les énoncés du
métalangage, ce qui engendrera automatiquemergdaama métalangage qu'il faut a son tour préciserMNuaus
n'entrerons pas dans ce processus et on admetraoguénoncés du métalangage sont "raisonnablesl'.di,
construisons a présent ce que nous appelleronsnaisdes énoncés du schémg, [0).

1) Enoncés du premier ordre sans paramétres

D'abord donnons-nous une collection infinie dénahle (c'est-a-dire qu'on peut numéroter) de synsbeje
,up, vz, ... appeléevariables de référenceOn utilisera généralement les lettresy, z u, v, w, t,... pour
désigner des variables.

Les énoncéssans parameétres sont des objets formels (pour itselaont souvent appelésformules sans
parameétres) construits avec les variablgs v, , vz, ..., les deux relations binaires = @t les connecteurs
logiqgues non et ou et le quantificateur exis&nl Nous avons pour commencer ceux de la forniey, et
aussi x = y . lls sont ditsatomiques On dit de ces énoncés qu’ils ont dewariables libres x et y. En
particulier, les énoncés de la formél x ou x = x sont a une variable libre.

A partir des énoncés atomiques on forme les apaaeapplication répétée des régles suivantes :

= Négation: F étant un énoncénonF est un nouvel énoncé ayant les mémes variabtes lqueF .
En particulier,non (x=y) est noté x # y et non (xOy) est not& O vy.

= Disjonction: F et G étant des énoncésf- ou G est un nouvel énoncé dont les variables libogd
la réunion (au sens intuitif) de celles e et G. Par exemple, sk et y sont les variables libres de
et y, z ett celles deG, les variables libres deFouG sont x ,y, z ett

= Quantification existentielle Si F est un énoncé dont les variables libres sont yi, Vo, ..., ¥n,
[x F est un nouvel énoncé dont les variables libres sony,, ..., y,. La variablex est alors dite
muetteet on peut remplacer dans I'’énonck F toutes les occurrences depar toute variable autre que
lesy; .
Par exemple, les variables libres de I'énongé]y ou x=z sontx , y et z Celles de I'énoncé
x(xOy ou x=2) sont y etz lavariablex étantici muette. Cet énoncé peut encore s’écrire
u(uOy ou u=2

Remarque Si F estun énoncé n'ayant pas comme variable libre, alors les énondés
Cu F sont équivalents, ce qui veut dire que la quaatibn n'a dans ce cas aucun effet. Par exemple,
les énoncédu(x 0y ou x=2) et xOy ou x=z sont équivalents.

Il est commode d’introduire les notations et sifingditions pratiques suivantes en accord avec lgleséde la
logique :

— un énoncé non (nonF ou nonG) sera noté Fet G (conjonction).
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— unénoncé nonF ou G sera not¢ F = G (implication).
—unénoncé H = G etG = F) seranoté F = G (équivalence logigye
— un énoncé non ((x non F) sera notéx F (quantification universelle

Il est également parfois commode d'utiliser lesvamtions d’écriture suivantes :

— unénoncéXx(xdy et F) pourra étre noté[ky) F etselira «il existe appartenant & tel queF »
— unénoncéx(x 0y = F) pourra étre noté[dk 0 y) F et se lira «quel que saitappartenantd, F »

Tous les énoncés obtenus précédemment sonsatits parametresUn énoncé E sans parameétres dont les
variables libres sontx;, X, ..., X,, sera notéE(x;, X, ..., X,) afin de mettre en évidence ces variables.

2) Enoncés du premier ordre avec parameétres

Soit E(x1, X2, ..o, X%, Y1, Y2, ..., Ym) Un énoncé ak+m variables libres eta;, a,, ..., a, des
ensembles. En remplacant daB&,, X2, ..., X, Y1, Y2, ..., Ym) toutes les occurrences de la variagle
par I'ensembley , on obtient un énoncé dit avec paramétres @sntdriables libres sont les (donc k
variables libres) et dont les paramétres sor;le®n pourra noter cet énondx,, X, , ..., %, &, @, ...,
am), ou E(x¢, X, ..., %) pour ne mettre en évidence que les variableedjliu encore plus simplemeft si
la mise en évidence des variables libres n'esh@esssaire.

Il est clair que les énoncés avec parametres emgiateux sans parameétres. On aurait pu constriigeteiment
les énoncés avec parameétres en prenant comme éraincgiques ceux de laformeJy, xOa, alx,al
b, x=y,x=a, a=x,a=b,oux ety parcourent les variables et @iet b parcourentU. Les autres
énoncés avec parameétres sont ensuite formés plradion répétée des mémes trois reégles que psuéloncés
sans parametres.

En regle générale, lorsqu'on emploie des lettrasdés lettres indicées) différentes dans la natatlon énoncé,
cela signifie qu'elles désignent des variablesd@aiparamétres) distinctes. L'exception est faites da définition
des énoncés atomiques @l et b fonctionnent comme des variables et ot et y fonctionnent comme des
variables représentant des variables.

La collection des énoncés (avec paramétres) eseriofU, 0) ou simplementE; lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité
sur le schéme considéré.

Un énoncé est ditlos s'il est sans variable libre. Un tel énoncé edttwai, soit faux. Par exemple €, b, etc

sont des ensembles, les énoncéa 0b oua=c , [k(xOb ou x=c¢) , yx(non xOy) sontclos.
Les axiomes, les théorémes, les lemmes etc. sdesntnonceés clos. Nous retrouverons le troisiétempgle ci-
dessus sous le nomadkiome de I'ensemble vide

3) Enoncés du second ordre

Les énoncés définis précédemment sont ditprdmier ordre lls constituent ldangage des ensemblgsiu
premier ordre), noté ks, sur lequel ZF repose. On peut constater quetitescés comportent un nombre fini
(au sens intuitif) de symboles. En particulier,afg un nombre fini de variables libres ou de pataes, du moins
d'un point de vuéormel car cette affirmation n'est pas tout a fait exémtegu'on examine les choses d'un point de
vue sémantiquekn effet, si I'énoncék (x 0 a) par exemple comporte formellement exactemeayniboles, les
parenthéses non comprises, savdirx, x , 0 et a, il est cependant sémantiquement une disjonction
éventuellement infinie d'énoncés. Par exemple, lasshémek, €), si le parameétrea est par exemple I'entier 9,
X (x € 9) , autrement dit I'énoncé « il existe un divisde 9 », s'écrit en réalité : €19) ou (2¢9) ou (3¢
9) ou (4¢€9) ou ... quiest effectivement une disjonction infinikhportant par conséquent une infinité
dénombrable de symboles). D'ailleurs, c'est pahement le cas dans tout énoncé comportant letifjcateur
[0 Cet exemple illustre au passage pourquoi dangtges de formation des énoncés, le quantificatéurend
muette la variable qui lui est rattachée. Ici, &etiriablex , qui figure formellement dangk (x € 9) , "disparait"
dans (1l 9) ou (2¢9) ou (3€9) ou (4€9) ou ..., ce qui montre qu'elle est mise pour parccemiréalité
tout l'universK. De méme le quantificateur universél cache une conjonction potentiellement infiniear P
exemple[Ix (x € 9) , autrement dit 'énoncé « tout entier nohestiun diviseude 9 », s'écrit en réalité :

(1e9) et (2e9) et (3e9) et (4€9) et ...
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Nous allons étendre le langage du premier ordrgéaréralisant I[égerement les conjonctions et ditiome
infinies qu'il comporte déja potentiellement. Si arune collection infinie dénombrable d'énoncéspokemier
ordre E;,E,, Es, ... , pris dans cet ordre, ayant le8mesvariables libresx;, %, ..., X,, la disjonction
infinie E;ou E;ou Ezou... estun nouvel énoncé, aussi ndié E,, de méme que la conjonction infinie
E; et E; et Eset...., aussi notédn E,

Dans ce cas la infinie a les mémes variables libgesx, , ..., X, . Elle pourra étre noté&(x;, X», ..., X, et
de ce point de vue aura les mémes traitementseguEnbncés du premier ordrenavariables libresx, X, ...,

Xn -

Si a;, &, ..., a, sontnensembles, la disjonction infinie (resp. la copj@n infinie) E(a;, a,, ..., a,) est

un énoncé clos. Dans le cas de la disjonctida,, a,, ..., a,) estvrai s'il existe un entier natureltel que

'énoncé Ei(a;, a, ..., a,) soit vrai. Dans le cas de la conjonctififa,, a,, ..., a,) estvrai si pour tout
entier natureli, E(a;, a,, ..., a,) estvrai. Par définition,

I'énoncé non (E;ou E;ou Ezou... ) est conjonction infinie npn E;) et (nonE, ) et (nonEz)et... et

I'énoncé non (E; etE, et Eset... ) estla disjonction infinienpn E;) ou (nonE;) ou (nonEz)ou ...

On peut considérer que tout énorfeédu premier ordre est une disjonction (ou uneaactjon) infinie
ou chaqueg; estF.

On dit que la distribution des variables dans uonég est correcte si dans cet énoncé, toute variad a un
guantificateur n'est liée a aucun autre et si ediedistincte de toute variable libre de I'énonhes énoncés que
nous considererons sont supposés de ce genrexd®aple, la distribution des variables est correletes I'énoncé
QuDfu=x etv=y et udv oulx Oz et Ottt Oz = t=y)]] ce qui n'est pas le cas de

uivu=x et v=y et udv ouu[xOu et Ox(x Ju = x=Yy)]] qui comporte des ambiguités.

On appellarité d'un énoncéE le nombren de ses variables libres. On dit aussi fuest an argumentou est
n-aire. L'arité d'un énoncé clos est donc 0. Un énoncéei variable libre estnaire et un énoncé a deux
variables libres edtinaire. C'est de loin les cas les plus fréquents etliesimportants.

Etant donné un énoncé binaéx, y), les énoncéE(x, y) et E(y, X) sont dits réciproques On introduit alors un
nouveau symbol&' et I'énoncée(y, x) est notéE '(x, y).

Soit un énoncéE(x;, X, ..., X, dans lequel la distribution des variables esteme. Alors pourn variables
distinctesy,, ¥», ..., Yo, une ou plusieurs d'entre elles peuvent avoilodesarrences muettes dans

E(X¢, X, ..., %). ll est facile d'imaginer un procédé quEg;, X, ..., X, associe de maniére unique un
énoncéE'(y:, ¥», ..., Y Obtenu a partir deE(x;, %, ..., X,) uniquement par changement de variables et
dans lequel la distribution des variables est cbereOn dit alors queE(Xy, Xo, ..., X)) €t E'(Y1, Y2, -\ Vn)
sont des énoncé&tonesE'(y;, V>, ..., Yn) estalors aussi noté(y:, v>, ..., Y. On dira par abus que

E(X1, X0, ..., %) et E(y1, Yo, ..., Yn) sontle méme énoncé.

Soient E(X;, X2, ..., X)) et E'(xy, X2, ..., X;) deux énoncés ayant les mémes variables libnesli@ que
ces deux énoncés (en général non clos)lsgifuement équivalentsur signifier que pour tous ensembles

a, &, ..., a,, lesénoncés cloE(a;, a, ..., a,) et E'(a;, a», ..., a,) sontlogiquement équivalents,
c'est-a-dire qu'on a :E(a;, &, ...,a,) = E'(a;, a, ..., a.

Soient deux énoncésaires E et E' n'ayant pas nécessairement les mémes variabtes.liOn dit qu'ils sont
logiquement équivalents (aux variables prés) st pous ensembles;, a, ..., a,, ona:

E(a;, as, e fa\n) - E’(:_;\l, A, ..., a.
Un cas particulier est celui ou chacun de ces @wsant clones.

Tous les énoncés (du premier et du second ordns) définis sont appelés ded,(0)-énoncésC'est ce que
signifiera désormais le terme "énoncé". La coltacttde ces énoncés est notéE,(U, [0) ou simplement E,
lorsquil n'y a pas d'ambiguité sur le schéme d#méi Les énoncés égalitaires de sont ceux deE, ne
comportant pas le symbolé Il est évident que ce sont les objets BgU, =). Il est clair que ces énoncés sont
communs a deux schémed, (0) et (U, O0') ayant le méme univets.

b. Relations
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1) Lesn-uplets

Il est une notion intuitive de nature essentieatn formelle reposant sur l'ordre dicté par les entiers: la

notion de n-uplet Soit un entier non nul ; avec lesn premieres variableg; , ¢, , ...,¢, etles deux symboles
de parenthéses "(" et ")", on forme l'assemblag¢ «,)...(¢,) , noté ¢ , v, , ..., ¢,). Plus généralement,
'assemblagex(, X,, ..., X, oulesx sont des variables des variables quelconquemestiplet de variables.
Soient n ensemblesa; , a, ..., a,; un n-uplet (d'ensembles) est l'objet; ( &, ..., a,) obtenu en
remplacant danseq, v, , ..., ¢;,) chaqueeg par a. Le seul intérét de cette notion est la propraéiigante: pour
deuxn-uplets &;, a,, ..., a,) et @, 8, ...,ay, ona &, a, ...,a) = @, a,, ...,ay siet

seulement si pour tour tout indiceona a = a;.

Pour n = 2, 3, 4 etc., unn-uplet est respectivement appelé aouple untriplet, un quadrupletetc., mais les
couples constituent le cas particulier le plus ingrat auquel la notion deuplet se raméene en définitive.
Comme on l'a déja fait remarquer a propos des mefigtuitives, on peut définir ou construire dansnoodéle
universel et de plus d'une facon des équivalergs-dplets.

Soit un énonc&(Xy, X, ..., X). Onditd'unn-uplet @, a,, ..., a, qu'il vérifie cet énoncé si
E(a;, a, ..., a, estvrai. On notera aussi;( a, ..., a)) O*E et ondiraqueaf, a, ..., ay
appartient & E ou que &, a, .., a) estunélémentdeE. La relation O* est appelée la relation

d'appartenance logique associée au schamél)(

2) Relationsn-aires

Définition 1

Soit un énoncé-aire E(x;, X, ..., X,). La collection (au sens intuitiiR desn-uplets &, a,, ..., a, qui
vérifient E(x;, X, ..., X,) estappelée laelationa n argumentou relation n-aire définie par

E(X1, X, ..., X). LarelationR est aussi NOtER(Xy, X2, ..., Xn).

La collection (au sens intuitif) des relatiomaires est notéeR,, (la collection de celles définies par des énoncés

du premier ordre edRy,). La collection (au sens intuitif) de toutes lefations est notéeR, (la collection de

toutes celles définies par des énoncés du premikee @stR;). Bien entendues il faut comme pour les énoncés

préciser le schéme si nécessaire, par exeRp(&), ) ou R,(U, 0).
Deux énoncés clones définissent des relations ditssiclones Par abus, on dira que des relations clones aont |
méme relation.

Ondira «larelatiorR» ou «larelatioR(x;, X, ..., X,) » selon que I'on juge nécessaire ou non de
mettre en évidence les arguments.

Il en résulte le

Lemme

Deux énoncésE(x;, Xo, ..., X)) et E'(xy, X, ..., X,) ayant les mémes variables libres définisseni@me
relation n-aire R(x, X», ..., X,) Si et seulement si ces énoncés sont logiqueéagrvalents.

En effet, lem-uplets qui vérifient I'une sont exactement ceuxvguifient l'autre.

Exemple

Les énoncésxOy, non(xOy), xOy ou xOy, xOy et xOy, non(non(x Oy ou x1Yy)),
uv(u=x et v=y et udv) Oubv[(u=v ou u#v) et xOy] définissent la méme relation binaire
R(X, y)-

Définition 2

Soient une relatiom-aire R(Xy, Xo, ..., X,) et un énoncée(xy, X, ..., X,) qui la définit. On dit qu'um-uplet
(a1, a2, ..., a, Vérifie R ouque R(@., a,, ..., a, estvraie si et seulement si I'‘énoncé

E(a;, a,, ..., a,) l'est. On note alors comme pour les énoncas, @ , ..., &) O R avec la méme

terminologie que pour les énonceés.

En fait, la relationn-aire R acquiert, par la définition de cette équivaleluggque entreR et E , le statut d'un
énoncé. Elle est assimilée a n'importe lequel des@gs qui la définit.
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Dans la pratique, on assimilera une relatiwaire R(x;, X, ..., X, avec un des énoncdgX;, Xo, ..., Xn)

qui la définit. On parlera donc par abus de langigka relation E(x;, Xo, ..., X,), €t méme de I'énoncé
R(X1, X, ..., X,). Par exemple, on parlera de la relatiofl y pour sous-entendre la relation bindie, y) que

cet énoncé définit et on assimilera d'ailleliret R.

Les relations d'importance capitale sont cellesnaou deuxarguments. Une relation a un argumentuoaire
C(x) est appelée urmllectionet quelques fois urgropriété Elle est alors notée [1* C.

Une relation a deux argumeri¥x y), par exemple la relatiorx 00 y, est ditebinaire. Une telle relation sera
parfois notée x Ry. C'est donc une collection (au sens intuitifcdaples.

Si R(x, y) est une relation binaire, elle est définie paeoancéE(x, y). L'énoncéE(y, x) définit alors la relation
binaireR(y, X) notéeR(x, y); on dit alors quéR est la réciproque dR ou que les relations binairBset R' sont
réciproques On a alors pour deux ensembleet b, R(a, b) = R(b, a). Par exemple, la réciproque deest
O

A partir de maintenant, nous ne pouvons plus atilies mots "collection" ou "relation binaire"ddesr sens
intuitif sans le préciser.

Remarque importante:

Nous avons d'une part, la relatiol avec son sens dans, et d'autre part la relatioril* de signification
purementlogique (puisque signifiant "vérifie") donc complétematifférente. Cependant, pour simplifier, la
relation (0* sera par abus notég. Par conséquent, lorsque la relatidn est employée avec les relations ou les
collections, il ne faut pas perdre de vue qu'elistrpas a interpréter comme celle ddn#lous verrons plus loin
les conditions que le schem¥,(0) doit remplir pour qu'on puisse (au moins &lir assimilerd et [O*
L'association de la terminologie @iea [0* et maintenant cet alignement de la notation dasxdelations a pour
but de mettre en évidence la théorie des ensemhbie®side potentiellement dans la logique et gqudemande
gue quelques axiomes pour libérer toute sa puissdfit effet, il est assez remarquable la quangtéations
fondamentales accessibles (et d'autres sont eacegair et pas des moindres) sur la simple base a'allection
U munie d'une relation binaifé qui peut étre tout simplement la relation d'égakit

THEOREME 1
Deux relationsr-aires R(xz, Xo, ..., %) €t R'(xy, X2, ..., X, logiquement équivalentes sont égales.
Ce qu'on écrit égalementdx, (1%, ... Oxo[ (X1, X2, ... , X) DR = (X1, X, ..., X)) O R] > R = R

En effet, R et R’ sont respectivement définies par des énongést E'. Par définition, R et E sont
logiquement équivalents, de méme pd&ir et E'. Comme R et R’ sont logiguement équivalents, il en est de
méme pourE et E’. Or d’'apres le lemme précédeit, et E' définissent la méme relation et doRc = R’.

Remarque

L'écriture précédente, méme si elle utilise lestsylas logiques ayant servi a batir les énoncés,da'est pas un
énoncé (deE, ) a cause de la partie R = R’ ", puisqueR et R’ ne sont, a priori, pas des ensembles, donc
pas des parametres. Toutefois,,( X2, ..., X) OR <= (X, X%, ..., X)) O R est (par le biais d'une
équivalence logique) un énoncé. Ce genre d'énacésdns intuitif) qui sont des énoncés a ceci guesdes
relations y figurent comme si elles étaient desap@tres au sens du schérhk [I) sont appelés desnoncés
étendusDésormais, ils cohabiteront naturellement ave@lencés de sorte qu'on ne fera plus de différemite
eux. Puis ils s'éclipseront peu a peu au profité&emcés. On aura épisodiquement recours a euxalasss ce
sera pour formuler des définitions et des résuttatss toute leur généralité.

Une relationn-aire n'ayant aucun élément est ditde Il est clair que deux relationraires vides sont égales
puisqu'elles sont logiqguement équivalentes de fageiale. Soit une relatiom-aire R(x;, X, ..., X); On
forme une nouvelle relatiom-aire x; #X; et R(x;, X, ..., X,) ayant les mémes variables libres mais qui n'est
vérifiée par aucunn-uplet, ce qui montre I'existence d'au moins umatios n-aire vide. Elle est alors unique et
on la notel]. On peut remarquer qu'on a la méme relation kidgour tout entien, puisqu'a chaque fois on a la
méme collection (au sens intuitif) vide.

3) Cas des collections
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La collection (au sens intuitif) des collections mstée C. Le scheme G, [0*) est appelé éxtension logiquele
(U, 0).

i) Relation d'inclusion

Soient deux collectionsA et B. On dit que la collection A estclusedans la collectiom, ou que A est une
partie (ousous-collectior) deB, et on écrit: A 0 B, sil'énoncé suivant est vrai :0x(xOA = x0OB) .
Side plus A #B , alors on dit queA eststrictement inclugslansB ou queA est ungartie strictede B . La
réciproque del] est notéell.

On définit de la méme maniére et dans les méme®tela relation d'inclusion dans l'univérs
DansU, x O y estl'énoncé z(zOx = z0Oy)

On a tant pour les ensembles que pour les coltectapropriété élémentaire suivante : Ai, B et C sont des
collections, siAOB et BOC, alorsA O C.

Cette définition de l'inclusion est étendue au @as a est un ensemble eA une collection; alors a 0 A
signifie Ox(xOa = xOA) et A0 a signifie Ox(xOA = xOa)

Dans tous les cas, I'écritupé [0 Y signifie que les éléments désont des éléments de.

i) Egalité de deux collections

THEOREME 2
Deux collections A et B ayant les mémes éléments sont égales.

Ce qu'on écrit également (énoncé étendux(x OA - xOB) = A =B

C'est une application directe du théoréme précélents particulier des collections. Ce théoréemesme avec
la relation d'inclusion de la fagon suivante :

Pour deux collectionsA etB, AOB et BOA = A =B.

Ce théoréme n'est pas encore vrai pour les ensenibést assez remarquable que cette propriété&isoe pour
les collections associées au schéfde [[) sans qu'il soit nécessaire que le moindre axisoieimposé a ce
scheme. Les collections ont donc une longueur di@/aur les ensembles, retard que ces derniersl@mmba
grands pas en temps voulu. Pour l'instant, on steote de la définition suivante :

Définition 4
On dit que le schemé&J( [) satisfait laxiome d'extensionalitéu est extensionnel ou encore que la reldfiast
extensionnellelansU si deux ensemblea et b ayant les mémes éléments sont égaux.

DansU, c'est I'énoncé OxOy[ Oz (zOx = zOy) = x =y]
qui s'écrit avec la relation d'inclusioniixOy(x Oy et yOx = x =)

Exemples

— Le schémekl| €) est extensionnel car deux entiers non nalset b ayant les mémes diviseurs sont égaux.
Mais en munissanK de la relatioril' ont le graphe est :[3'1 ; 50'1; 302 ; 5072, on voit quel' n'est pas
extensionnel, car 1 et 2 ont les mémes élémemtis53et pourtant sont distincts.

— Tout schéme canonique est aussi extensionnetocérensemble a a pour seul élément lui-méme. Par
conséquent, deux ensemblaset b ayant les mémes éléments sont égaux.

i) Collections particulieres

— La collectionx # x estvide, c'est donc la collectiofl.
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Pour toute collectionA, I'énoncé suivant est vrai :[Ox(x#Zx = xOA) ce qui montre que I'ensemble vide
est inclus dans toute collection.

— A l'opposé de la collection vide, on a la colleotia = x est diteuniverselle car on a Ox( x = X). Une

collection A est dite universelle si on ax( x 00 A). On vérifie comme précédemment qu'il n'existeigg'seule
collection universelle. On la notd*. On a donc une collectiod* dont les éléments sont tous les objetdJde
Elle est appelée l@pliquedeU et on la notéJ*.

Pour toute collectionA, I'énoncé suivant est vrai : Ox( x O A = Xx= X) ce qui montre que toute collection
est une partie de l'univets.

— Soientn ensembles;, a,, ..., a, . Lacollection X = aj)ou (x = ay))ou ... ou(x = a,) estnotée
{a, a», ..., a,}. En particulier, la collection g} est appelésingleton et la collection {a, b}, estappelée
unepaire (au sens large). Sa # b, alors on a une paistricte

— Une collectionA est diteensemblistes'il existe un ensembla tel que A et a aient les mémes éléments,
autrement dittel que Ix(xOA < x0O a)

iv) Répliques des ensembles da@is

Soient une collectionA et un ensemblea. On dit que A est unerépliquede a si A et a ont les mémes
éléments, ce qui se traduit par cet énonE&(x 0 A < x[a). Cette réplique (si elle existe) est alors uaiqu
En effet, soit une autre répligde Ona :Ox(XxOA = x0Oa) dolu Ox(xOA = xOA), dou

A = A dapres le théoréme précédent. On vérifié gumiticé x [0 a définit la réplique dea. On note cette
répliquea*. La collection (au sens intuitif) des répliquesscensembles est notég,,.

Lemme 1
Pour deux ensembles distinaset b, a* = b* revient a dire qua et b ont les mémes éléments.

En effet, a* et a ont par définition les mémes éléments, de mémelof et b. Par conséquent
a* = b* implique quea et b ontles mémes éléments. A l'inverseasiet b ont les mémes éléments, alors il en
est de méme pour* = b*; donc ils sont égaux d'aprés le théoréme praaéde

On peut remarquer que pour deux ensembles distmes b, on peut avoira* = b*.

Par exemple, dans la collectigindes entiers naturels non nuls, on définit la i@tat]’ dont le graphe est (31 ;
501; 302; 502. Onadonc 1* = {3,5} ; 2*={3,5};3*=0 ; 4*=0 ; 5*=0 ;etc.

Lemme 2
Dire que le schémeJ ) satisfait 'axiome d'extensionnalité revient éedjue pour deux ensemblaset b,
a*=b* = a=bh.

En effet, a* = b* signifie que a et b ont les mémes éléments donc sont égaux.

Si (U, O) est extensionnel, on a donc pour deux ensemhblest b, a*r = b* = a = b, puisque la
réciproquea=b = a* = b* esttoujours vraie, qUE soit extensionnel ou non. On peut donc définirsdan
Co larelationdl (donc*) de la facon suivante: pour deux ensemlilest b, a* 0 b* = alb. La
relation] est étendue dan€ de la fagon suivante: pour une collecti@net pour un ensembée a* A <
alA.

THEOREME 3
Si le schémely, ) satisfait I'axiome d'extensionnalité, aloBs, (1) est un sous-schéme dg, (1) et U, ) est
isomorphe a G, 0).

Cela signifie concrétement que ki, () est extensionnel, alors I'extension logiqGe [) prolonge U, 0) et de
plus U est un élément dé. C'est ce qui justifie a posteriori que soit app&xtension logique deU( 0). Par
conséquent cette appellation ne prend vraimentsmitsens que s( [0) est extensionnel. Les objets deont
alors répliques dans C; on confond ainsi un ensen@let sa répliquea* et on peut donc pose* = a, ce qui
signifie qu'on confon®, etU, doncC, =U . La collectionU est représentée daispar U* ; donc on a aussi
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U* = U, doncU* = U = C,. La relation] prend donc son sens habituel dansnais le sens logiqueg*
dans tous les autres cas de figure.

Ce résultat est tres important car il montre gagidme d'extensionalité dans le scherik [0) a pour
conséquence que deux notions au départ trés diféseles ensembles et les collections, commerieesd
rejoindre, la seconde généralisant alors la prembidais, revenons a notre scherde([(l), ou l'axiome
d'extensionalité n'est pas encore supposé, afabtied'autres résultats généraux (c'est-a-digales).

2. Procédés de formation de collections

Comme cela arrive souvent en mathématiques, déseneosemblant identiques nécessitent de subtiles
distinguos alors que d'autres apparemment diffésene sont en réalité que des points de vue dit@r@une
méme notion. C'est le cas de la notiorfat®ille assez fréquemment utilisée.

a. Notion de famille de collections

Une relation binaireC(x, y) est aussi appelée urfamille de collections. Cette appellation se justifie lgar
fait suivant: pour tout ensemble dorméon a la collection C(x, b) dépendant déb et que I'on peut noter ]
C,. L'écriture x O C, devient alors équivalente &(x, y) . On appelle unéamille indexéda donnée d’'une
famille C et d'une collectionl. Plus précisément la famille indexée est la refakinairey 01 et xO C, qui
n'est rien d’autre qu’'une nouvelle famill€’(x, y). La collection | est appelée la collection des indices de la
famille indexée. Les éléments tlesont appelémdices La familleC est appelée la famille de base de la famille
indexée C’ . La variablei étant parmi celles couramment utilisées pourqaicdes indices, la famille indexée
précédente peut encore s’écriid | et x O C;. Mais s'agissant de famille indexée, on utiisane nouvelle
notation (C)ig; . Avec la méme famille de basé, en considérant une autre collection d'indickn obtient
une autre famille indexée Gjjn;.

La famille C)in estvide sil = 0. Cette famille est donc la collection videé .

On dit qu'une famille4)in estensemblistesi lesA; le sont. En particulier, si le schemé (J) est extensionnel,
alors on dit que c'est une famillexdsemblesDans ce cas, on a la collectiai( il | et x = A;) puisque lesA
sont des ensembles. Cette collection est appeléalttion imagede la famille et est noté¢ A;; 01} ou
encore{A}ig -

b. Réunion d’une famille de collections. Axiome dk réunion pour les ensembles

Soit )i une famille de collections indexées par une ctthea 1. La collection O(i0J 1 et xJA;), est

appelée la réunion de cette famille et est not@ A; . C’est la collection obtenue en rassemblant kesis
icl

éléments de tous lés .

En particulier, la réunion d’'une famille vide esde. En effet, la collectiorii(id0 et x A) est vide.

Soit une collectionB . On dit que la famille A);;; est urrecouvrementle B si U A = B. Toute famille
il
est donc un recouvrement de sa réunion.

1) Réunion de deux collections.
Pour deux collection®\ et B, la collectionx 0 A ou x[B appelée laéuniondeA et B etnotéeA O B,

lire «AunionB».Onaaussilecasxda ou xOA oua estunensembleetlecasda ou xOb
ou a et b sont des ensembles. Dans tous les ¥asu Y est notéX O Y.
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llestclarque A0 AOB et B O A [OB. Enoutre, on ales propriétés élémentairesastes :

-O0O0A =A
-AOB = AOB =8B

-AOB = BOA

-A O AOB

-(AO0BOC =ADO (BO Q)

-AOCe BOC = AOB O C

2) Reéunion (intérieure) d’'une collection

Soit une collectionA . On a la famillei O Aet xOi, qui est la famille identité indexée pAr c'est-a-dire
(ipa - Sa réunion estCi(i O Aet x i), soit U i . Elle est appelée téunion (intérieuredeA et
i0A
également notéeéu(A). C'est la collection des éléments des élémenté.de
On dit aussi queA est un recouvrement de rAj(

Soienta et b deux ensembles réuf,{o}) est a O h.

c. Intersection d’'une famille de collections

Soit (A)io une famille de collections indexées par une cotbe I. La collection Oi(id01 = xOA), est

appelée lintersection de cette famille et eséaot ﬂ A . C’est la collection des éléments communs &a tou
10l

lesA .

En particulier, I'intersection d’'une famille vidstd'univers U* tout entier. En effet, tout ensemble est élément

de la collectiondi(i00 = xOA)

1) Intersection de deux collections.

Pour deux collection®\ et B, la collection x(OA et xOB appelédintersectionde A et B et notée
A n B, lire «AinterB ». C'est évidemment la collection des élémentsmoans aA et & B. On a comme
pour la réunion les cas avec les ensembles.

Mais il arrive souvent que l'intersection de deoXections soit vue sous un angle asymétrique. Qnea
collection donnéeA et unepropriété P qui n’est rien d’autre qu’une autre collectiom &st alors amené a nous
intéresser a la partie des élémentsfdeérifiant la propriétéP. Cette partie, qui esA n P, est alors notée
xOA et P(x) etaussi{xOA ; P(x)} dite notation ou définition ecompréhension

llestclarque AnB O A et AnB O B.Enoutre, onales propriétés élémentaires stégan

-O0nA =0

-AOB = AnB =A

-AnB = BnA
-AnB)nNnC =An Bn Q)

-An BOC = @AnB OANCOC
-AOBNnC = @OB n(ADOCQ
-AdOC et BOC = AnB O C

Deux collectionsA et B sont diteglisjointessi An B = [0, c’est-a-dire si elles n'ont aucun élément commun
Soit (A)ioi un recouvrement d'une collectidd. On dit que la famille A);; est unepartition de B, si pour

deux élémentsetj del, i #j] = A n A = [0O. Autrementdit, lesA; sont deux a deux disjoints.

La partition est ditstricte si de plus lesA; sont tous non vides. Soit une collection dongélésnents sont deux a
deux disjoints. Une telle collection est aussi d@pene partition. Elle est stricte si ses élémsaoits non vides.
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2) Intersection (intérieure) d’'une collection

Soit une collectionA . On a la famillei 0 Aet xOi, qui est la famille identité indexée par c’est-a-dire

(Nipa - Son intersection esti(i DA = x0Oi), soit ﬂ i . Elle est appelééntersection (intérieurede A
i0A
et également notémter(A). C'est la collection des éléments communs aux éhésndeA.

d. Formation d’'une nouvelle collection par différerce (ou troncation)

Soient deux collections etB. A(X) et non B(x) est une nouvelle collection appeléadiéférence de A et Bu
collection A tronquée de B On la noteA —B. Si en particulieB est une partie d&, alors A — Best appelé le
complémentaire de B dans A

Lemme 2
Si A est une collection et une partie d&,ona: A-(A-X) = X

SoitxdA.Ona: xOO A-(A-X) = xOA et non[xO(A-X)]

= xOA et non[xOA et non(xOX)] = xOA et (xOA ou xOX)

e kOA et xOA)ou xOA et xOX) - KOA et xOX) e xOX. CQFD.
Lemme 3

Soient une collectioA et X etY deux partiesd@&. Ona: X 0OY = A-Y O A-X.

Si X0OY alors XOX = xdY) donc (Y = xOX). Doncsi xO(A-Y) alors
xOAetxOY donc xOA etxOX donc xO(A-X) dou A-Y O AX
Réciproquement, si  A-Y O A-X alors XO(A-Y) = xO(A-X)] donc
[xOAetxOY = xOA etxOX] donc phon(xOA etxOX) = non(xOA etxOY)]
donc XOA ou xOX = xOA oux0OY). Etcomme xOX = xOA, onadonc

xOX = x0VY, dou XOYV. CQFD.

3. Relations d’équivalence et d’ordre
a. Définitions

Soient est une relation binaif(x, y) et une collectionA :
— On dit queR estréflexivesurA si pour tout élémenade A, ona R(a, a)
On dit queR estsymétriquesur A si pour tous élémentaet bde A,ona R(a,b) = R(b,a)
On dit queR est antisymétriquesur A si pour tous élémenta et bde A, on a
R(@,b) et Rb,a) = a=»b
On dit queR esttransitivesurA si pour tous élémenta,b et cde A, ona
R(a,b) et Rb,c) = R(a c)

Le lemme suivant est évident :

Lemme
Soit B une partie dé\; alors si R est réflexive (resp. symétrique) (resp. antisyigée) (resp. transitive) suy,
alorsR est réflexive (resp. symétrique) (resp. antisyigée) (resp. transitive) sl .

Cela découle immédiatement de ce que les élémeris sont des éléments particuliers AeEn effet, si on a
R(a, a) pour tout élémentde A, il en est de méme pour tout élémexitde B qui est élément particulier d&.
Et si pour tous élémentaet bde A, onaR(a, b) = R(b, a), alors il en est de méme pour tous éléments
et b’ de B qui sont des éléments particuliers AleRaisonnement analogue au sujet de I'antisymétrige la
transitivité.
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b. Relation d’équivalence

Une relation binairdR(x, y) est une relation équivalencesur une collectionA si sur cette collection elle est
réflexive, symétrique et transitive. Pour tout ébénra de A, la collection x 0 A et R(x, a) est appelée la
classe d’équivalencde a (dans A).

R(a, b) estsouventnoté allb (mod.R) , a=b (mod.R),a [k b ouencore a = b, etdansles

contextes ou aucune ambiguité n'est a craindimplement aldlb ou a = h.

c. Relation d'ordre

1) Relation d’ordre (au sens large)

Une relation binairdk(x y) est une relation drdre (au sens largesur une collectionA si sur cette collection
elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

La relationR est dite d’ordréotal surA si pour tous élémenta etb de A, ona R(a, b) ou R(b, a).

R(a, b) estsouventnoté a < b (mod.R) , ou encore a <z b, et dans les contextes ou aucune
ambiguité n'est a craindre, simplement b. La réciproque de sera notée=.. La relation

X<y et x#y seranotéex <.

2) Relation d’ordre (au sens strict)

Une relation binair&(x y) est une relation drdre (au sens strigtsur une collectiorA si:

— pour tous élémentaet bde A,ona R(@ab) = nonR(b, a)

— R est transitive suh.

La relation R est dite d’'ordre stridbtal sur A si pour tous élémenta etb de A, ona R(a,b) ou
R(b,a) oua = b.

On vérifie aisément que

Lemme 1

Si R(x y) est une relation d’ordre (au sens large) suramtiection A, alors la relation R(x y) et x # y est
une relation d'ordre (au sens strict) sur Réciproquement, SR(x, y) est une relation d’ordre (au sens strict) sur
une collectionA, alors la relationR(x y) ou x =y est une relation d’ordre (au sens large)fsur

Lemme 2
SiR est une relation d’équivalence (resp. d'ordresems large, d’ordre au sens strict) sur une caliec, alors
R est une relation d’équivalence (resp. d'ordreens large, d’ordre au sens strict) sur toutegdtideA.

Cela découle immédiatement du lemme 1. Mais parrelhtion R sur B », on entendra plut6t la relatiorR’
définie par xOB et yOB et R(x,y) diteinduitepar R sur B.

Le résultat suivant est aussi facile a vérifier :
Lemme 3

Si R est une relation d’équivalence (resp. d’ordreens large, d’ordre au sens strict) sur une caledd, alors
sa réciproqu’ est aussi une relation d’équivalence (resp. d®@l sens large, d’ordre au sens strictpsur

3) Terminologie des collections ordonnées

Lorsqu’on parlera de relation d’ordre sans autéeigion, cela sous-entendra une relation d’ordreeas large. Si
cette relation est notée < , elle se lira «inférieur a » et sa récipmgera notée> et se lira « supérieur a » .
La relation stricte associée sera notée < gtefnient inférieura » et sa réciproque > igtetment
supérieur a».
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Unecollection ordonnéenotée A, <) , est la donnée d'une collectign et d'une relation d'ordre sur A. S'il
n'y a pas d'ambiguité sur la relatign on parlera de la collection ordonnée

On rappelle ici quelques définitions classiqueatiets aux collections ordonnées.

On dit que a est leplus petit élémentresp. leplus grand élémejhide A, si tout élément deA distinct de a est
strictement supérieur (resp. strictement inféri@ur. 1l est clair gu'un tel élément (s'il existe) esique.
Le plus petit élément (resp. le plus grand éléjmmtA est aussi appelé feinimum(resp. lemaximun) de A.

On dit que a estun élément minimalresp.maxima) de A, s'il n'existe aucun élément die strictement inférieur
(resp. strictemensupérieur) a a. On peut remarquer qu'un tel élément (s'il existest pas nécessairement
unique. Cette notion ne doit pas étre confondue agbe de minimum (resp. le maximum).

Soit B une partie dé. On dit queB estminorée(resp.majorég s'il existe un élémena de A tel que pour tout
xOB, x=a (respx<a). Onditquea esturminorant(resp.majoran) de B. On dit queB estbornéesi elle
est minorée et majorée. On dit qaeest laborne inférieure(resp.supérieurg¢ de B si a est le plus grand des
minorants (le plus petit des majorants) Be

4. Relations fonctionnelles

Soit une relationn+1- aire  F(x;, X, ..., X,,Y). On dit qu'elle esfonctionnelle(a n arguments ) par rapport
a y sil'’énonceé suivant est vrai :

Ox % ..o O OYOY' [F(X2, X2y ooe s %00 Y) €1 F(X1, X2y ooy X0 Y') = Yy = V]

La relation n-aire Oy F(x;, X, ..., X%, y) estappelée ldomainede F et est notéedDom F, et la collection
KK .o DXy F(Xq, X2, ..., X, Y) estappeléeithagedeF et est notédm F.

Soient &, a, ..., a,) estunn-uplet vérifiant la relation n-aire DomF. Par définition de la relation
fonctionnelle, il existe un élémefit et un seul de IR tel qu'on aitF(a;, a, ..., a,,b).

Onnote alors b = F(a;, a, ..., a, etlécriturey = F(X{, X, ..., X, devient alorgquivalente a

FOXt, X2, cory X0bY)

a. Fonctions

1) Définitions

On appellefonctionune relationF(x, y) fonctionnelle(a un argument ) par rappogt y. L'énoncé suivant est
alors vrai : OxOydy'[F(x,y) et F(x,y) = y =YV]
La relation fonctionnelle F(x, y) est alors notéey = F(X).

Le domaine deF, DomF , estdonc la collectiony(y = F(x)) etlimage dé-, Im F, est la collection

X(y = F(x)). Soit a un élément de DorR. L'élémentb de ImF telque b = F(a) est appeléithage
(individuelle de a par F et a est appelé uantécédentle b par F.

Soient deux collectiong\ et B et une fonctionF; on dit queF est undonction de A dans Bou que F est

unefonction de A avaleurs dans, 8 DomF O A et ImFO B. Si DomF = A, alors la fonction est
appelée unapplication En particulier, siA = B, alors on dit queF est unefonction dansA.

Il est clair que siF est une fonction deA dans B, alors F est une application de Do dans B. Par

conséquent, dire quE est une fonction déA dans B revient a dire qud= est une application d'une partie de
dans B.

Exemples de fonctions et d’applications

Fonction vide
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La relation binaire vide= = 0, par exemple dont une définition estid et y[I[ , ou encore
X =y et x # y, estune relation fonctionnelle triviale. C'issfonction ou famille vide.

Etant donnée une fonctioR , les énoncés suivants sont évidemment équivalents
- F=0
— DomF =0.
- ImF=10.

Il en découle immédiatement que :
— pour toute collection quelcongBe [ est une application d&l dansB et c’est la seule.

Eneffet, Donil = 0 et ImO = O O B.EtsiF estune autre application dé dansB, alors
DomF = O et par conséquentF = [1.

On en déduit que pour deux collections quedciesA et B, il existe undonctiondeA dansB . En
effet, 0 est une application d&l 0 A dansB; c’est donc par définition une fonction AedansB.

— pour une collectiord, il existe application déA dans si et seulement sh=0.

En effet, s'il existe applicatioir de A dans( , alors on a forcément I = [ et par conséquent
A = DomF = 0. Réciproquement, sh =0 alors [0 est une application (la seule) dedans .

On en déduit qu'il n'existe aucune application @gwollectionnon vide A dans une collectiovide B.

— ¢'il existe une applicatiorr d’une collectiomon vide A dans une collectioB , alors F est non vide;
dans ce casB est aussi forcément non vide.

En effet, siF = 0, alorsonaA = DomF = [1, ce qui est une contradiction ; dofRc# 0. Par
conséquent I # O, ce qui montre queB O ImF est non vide.

Application constante sur une collection A.

La relation xO A et y=hb, ou A est une collection &b un ensemble, est fonctionnelle. Notons-la
y = F(x). C'est une applicatioronstantesur A. Pour tout ensemble de A,ona:F(x) = b. Ona:
DomF = A et ImF = {b}

On en déduit que sh et B sont des collectionson videsjuelconques, alors il existe une applicationdealans
B . Il suffit pour cela de considérer par exempléolaction F définie par la relationx DA et y=b, pour un

b 00 B. On voit queF est non vide caA étant non vide, il existe ura 0 A ; le couple 4, b) est alors un
élément deF. On a vu plus haut que toute applicationAldansB est non vide.

Application identité dans une collection A.

Pour toute collectioi, la relation x A et y =x est fonctionnelle. On la notg = Id,(x). C'est I'application
identitédans A. Pour tout élémenk de A,ona: Ig(x) = x. Tout élément d&A est donc sa propre image et
son propre antécédent par o.ldOna Dom (Ida) = Im(lda) = A. (En pratique, pour une collection
donnée A, lorsqu'il n'y a aucun risque de confusion, oradiouvent application identité Id pour signifear
réalité 1q, ).

En particulier, siA = U*, Id, est simplement notéd. Et si A =0, alors comme Dom (}d) = O , alors on a
|dA = [.

2) Restriction d’'une fonction a une collection

Si F est une fonction eA une collection, alors la relationx [0 A et y =F(x) est aussi fonctionnelle qu'on
notera:y = F'(x). F' est notéFOA est appeléeestrictionde F & A.

97



En effet, soient des ensemblas b et b'. On suppose que :
[a0A et b=F(a)] et [a0A et b'=F(a)] . Il en découle immédiatement qle= b'".

Il s'agit de "restriction" au sens large. On aunai restriction au sens strict si on imposa a@'étre un partie de
DomF. Ainsi par exempleld, = IdOA est une restriction au sens strictlde & A.

La collection [x(x O A et y=F(x)), quiestim (F|A), estappelénage(globale de A par Fou par abus
de langageimage de A par .FOn la note F< A >. C'est la collection des images (individuelles) p des

éléments dé. On la note auss{ F(x) ; xOA}, ou { F(X) }xaa , ou encore{ Fy }ym.

Les résultats suivants sont faciles a vérifier :
-F<O> =0
- F<DomF > = {F(x); xdDomF} = ImF

D'aprés la définition générale donnée a la noteragnille de collections, la relationd A et y = F(x) est une
famille indexée paA, et c'est la famille(F(x))xga . On dit ici aussi que c'est une famille d'enses)hitest donc
par définition la collection (au sens intuitif) desuples {%, F(X)) ; x0A}. La collection image

de cette famille n'est rien d'autre que F{A) = F<A> = {F(X) ; xOA}. Onremarque quavec une
relation fonctionnelle, on a une famille d'enseralgdans forcément que le schénig [{)) soit extensionnel.

Lemme 1
Pour toute fonctionF et pour toute collectiod, si DomF O A, alors FOA = F

Il faut montrer qu'on a pour tous ensembiest y, xOA et y=F(X) = y=F(x). On a évidemment
xOAety=FX = y=F(X. Alinversesi y=F(x), alors x(0 DomF , et comme DonF O A ona
donc xOA, xOA et y=F(x) estvrai. CQFD.

En particulier, FODomF = F

Lemme 2
Soit une fonctionF et deux collections A et B. (FUA)(B est simplement notd-CACB.
Ona FOAB = FOANB) et FOAODB = FOBOA.

En effet, FOACB est la fonction xOB et (xOA et y=F(x) ), soit x[O An B et y=F(X),
donc FOALB = FOA N B). Et commeAn B = Bn A, onadoncFOACB = FOBCA.

En particuliers, si AOB, alors FOAB = FOA,dou FOACA = FOA .

Lemme 3

Pour toute fonctionF et pour toute collectio\ , on a :
- FOA = FIXA n DomF)

- Dom FOA) = A n DomF

-Im(F|A) = F<A> = F<AnDomF>

En effet,
- Comme FDomF = F, ona donc FOOAn DomF) = FOAODomF =FODomF A = FOA
- Dom FOA) estla collection :Oy[x DA et y=F(x)] , soit xOA et Oy [y=F(x)] c'est-a-dire An DomF.
-Im (FOA) = F<A> (par définition) et ImMRA n DomF) = F<A n DomF > (par définition)
Et commeFOA = FOA n DomF),onadonc ImK|A) = F<A> = F<An Dom F>.CQFD.

On en déduit que (F(X))xga = F(X))xoapbomr; ON voit donc qu'en particulier, sh n DomF = [0, alors
la famille (ou l'application) F(x))xoa est vide, c'est-a-direF CA = O .

En particulierF est la famille F(X))xopomr indexée par DonF ; la collection image de cette famille est
ImF ={F(); xO0DomF}.
Lemme 4

Soit une fonctionF et deux collectionsA etB. Ona F< A O B> = F<A> 0O F<B >
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En effet, F< A 0O B> estlacollectionx (x JAOB et y=F(X)),soit (X (xOA ou xOB) et
y=F(X)],soit (X (xOAet y=F(x)) ou(xOB et y=F(x))], soit

k(xOAet y=F(x)) ou (x(xOB et y=F(x)), soit xOF<A> ou xOF<B>, soit

xO F<A>0O F<B>. CQFD.

On en déduit que :
- AOB = F<A> 0 F<B>

Lemme 5
Pour toute fonctionF et pour toute collectio\ , si A0 DomF, alors DomFE[OA) = A, et
F<A>0O ImF. EtapourtouxdA, FOAX = F(X).

En effet, DOmFOA) = A n DomF =A.CommeA O DomF,ona doncF<A> 0 F<DomF> = ImF.
Par définition deFOA, y = (FOA)(X) est larelationx O A et y=F(x). Alors pour toutx(JA , comme
A DomF, onadoncx 0 DomF, donc il existeyd ImF tel quey =F(x). L'énoncéx 0 A et y=F(x)
est alors vrai et par conséquent orya= FOA)(X), d'ou FOA)(X) = F(X). CQFD.

On déduit aisément que Bi et G sont deux fonctions eA une collection telle queA 0 DomF n DomG,
alorsona : Ox xOA = F(X) =G(X) ] - FOA = GOA.

3) Composition de deux fonctions

Soient F et G deux fonctions. Larelationly[y =F(x) et z = G(y)] est fonctionnelle par rapport 2 On
lanote z = (GoF) (x) . Lafonction H = GoF est appelée leomposéede F et G.

b. Propriétés des applications : applications injeoves, surjectives, bijectives

Soient deux collection®\ et B et F une application (au sens large indiqué ci-desses) dansB. On dit que
F est unenjectionde A dansB (ou esinjective si pour tous élémenta et a'de A, ona:

F(@ = F@) = a=a.

On dit queA estinjectabledans B, et on écrit Ainj B, s'il existe une injection d& dansB. En particulier, toute
partie A d'une collectionB est injectable darB. En effet, la restriction de 4B A est injection d& dansB, qu'on

appelle injectiorcanoniquede A dansB.

On dit queF est unesurjectionde A surB (ou estsurjectivg si F< A> = B. On écriraA surj B pour signifier
gu'il existe une surjection desur B.

On dit queF est unebijectionde A surB (ou esthijective si elle est injective et surjective. Les colleos A et
B sont alors ditegéquipotenteset on écritA égp B.

On établit alors aisément les propriétés classiquasntes :
- AinfB e BinfC = Ainj C

- AsurjB et B surjC = A surjC d'ou

- AégpB et B égpC = AéqpC

Si F est une bijection da surB, alors la réciproque de la relatiop = F(x) est aussi une relation fonctionnelle
bijective notée y = F "(x). On dit alors queF et F* sont des bijections réciproques. On a

y = F(x) < x=F7y). De méme, on vérifie trés aisément quésest une partie dé&\ et Y une partie de
B,ona:Y =F<X> < X = F'<Y>. Enparticulier,comme IR = F<DomF > ,ona donc
DomF = Fl<ImF>.

Sur toute collectionA, Idy est une bijection. Sk est une bijection d& surB,ona:
F'oF = 1d et FoF™=Ids.
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Mutation de 2003, vers la Théorie universelle desxsembles

Il - Les ordinaux et les cardinaux

1. Collections inductives et collections transitive

a. Collections inductives
Une collectionA est ditenductive si 0 O A et si pour tout élément deA, al {a} OA.

L'univers U est bien entendu inductif, mais seul le cas desrahles inductifs présente un intérét. Les axiomes
introduits jusqu’ici ne permettent pas d'affirmedfinfirmer I'existence d’ensembles inductifs.

Lemme 1
L'intersection d’'une famille non vide d’ensemblasdictifs est un ensemble inductif.

En effet, soit &)in une famille non vide d’ensembles inductifs et sd8 = ﬂ A, lintersection de cette
10l

famille. On a bien entend O0B. Soit a0 B. PourtoutidIl, ona alA;, et commeA estinductif,

a O{a} O A, etparconséquerg [ {a} estun élément de l'intersectioB . CQFD.

Il est aisé de voir que ce lemme est égalemenpaai une famille non vide de collections inducsive
La conséquence immédiate de ce lemme est le suivant

Lemme
S'il existe au moins un ensemble inductif, alorexiste un plus petit ensemble inductif (c’est+@djui est inclus
dans tout autre ensemble inductif).

Il suffit de considérer I'intersection de la colien de tous les ensembles inductifs.

b. Collections transitives

Une collection A est ditetransitive si tout élément deA est une partie dé\. Autrement dit, les éléments des
éléments dé sont des éléments de.

L'univers U est une collection transitive, puisque tout erderast inclus dandd. Les ensemblesO , {0}
et {00, {O}} sont transitifs.

Lemme
L'intersection d’'une famille non vide de collect®otransitives est une collection transitive.

En effet, soit &)in une famille non vide de collections transitivessoit B = ﬂ A, lintersection de cette
10l

famille. Soit aB. PourtoutiOIl, ona a 0O A, etcommeA esttransitf, ona a 0O A, etpar

conséquenta O B. CQFD.

2. Collections bien ordonnées

a. Définition
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Soit A, <) une collection ordonnée (on rappelle que castdnnée d'une collectioA et d'une relation d'ordre
< sur A). On dit que cette collection dsien ordonnéeu que I'ordre< sur A est urbon ordresi toute partie
non vide B de A posséde un minimum pour cette relation.

La relation < est appelée un bon orslirict sur A .

S'il 'y a pas d’ambiguité sur la relation, on parlera plus simplement de la collection ardie A .

Soit une partieB de A. Il est clair que la relation induite par surB est aussi un bon ordre.

En particulier, si A est un ensemble, alors la relatian, qui est une partie dé\?> , est un ensemble ; et la
collection des bons ordres suh est aussi un ensemble puisque c’est une partiéedsemble P(A?) des
relations binaires suA .

Lemme
Une collection bien ordonnéA (<) est totalement ordonnée.

En effet, deux élémenta et b de A sont toujours comparable par car la partie fa, b} de A a deux doit
posséder un minimum.

Soit u 0 A. On peut donc considérer la partie des éléments dgtrictement supérieurs a . Si cette partie est
non vide, son minimumu’ est appelé lsuccesseude u pour < ; U’ est alors lprédécesseudeu. Un élément
de A distinct du minimum deA et qui n'a pas de prédécesseur pouest dit limite dansA pour <.

b. Segment initial d’'une collection bien ordonnée
Dans ce partie A, <) est une collection bien ordonnée dont le mininaso.

Soit une parties de A. On dit ques est unsegment initiae A si pour toutu O s, tout élément d& strictement
inférieur au appartient as. Bien entenduA est un segment initial da.

Soientu etv deux éléments d&. La collection xOA et u < x <v estnotée[u, v[n< OU

S.v(A, ). Sl n'y a pas d’ambiguité sur la relation , nnotera [u, v[x ou S, ,(A), ets’l ny a pas
d’ambiguité sur la collectio\ , on la notera plus simplemefu, v[ ou S, ..

Mais on considérera essentiellement le cas we@st le minimumo . Dans ce cas, cette collection est

xOA et x<v etonlanote [o,V[ ou S, .

Pourun vOA, S, estbien évidemment un segment initial puisquerpout ud S,, ona u< v. Alors
pour toutw O A, si w<u alors w< v ,doncw( S,.

Lemme
Une parties de A est un segment initial si et seulementss= A ou s = S, ,pourunulA.

En effet, sis= A ou si s = S, pourunuA, alors évidemments est un segment initial.
Réciproquements est un segment initial, il faut montrer qge= A ou s = §, , pourunu A, autrement
dit que sz A implique s = §, , pour unu [0 A . Faisons donc I'hypothése# A. On considére alors la
collection A-s = {xOA; x O s} . Elle est non vide donc posséde un minimumSoit x JA.. Si x< u
alorsx0 s doncS O s EtsixOs,onaforcémenk< u carx = u impliquerait quex O s. On a donc
s S, et par conséquents= §,. CQFD.

Un segment initialsde A est ditstrictsi s# A. Le bon ordre< est dit primaire si tout segment initial da
est un ensemble. Tout bon ordre sur un ensembleEegsévidemment primaire. Lorsque nous parleroms don
ordre sur une collection susceptible d’étre unesirallection, ce bon ordre sera supposé primairencas ne
considérerons que de tels bons ordres.

3. Les ordinaux

a. Définition et propriétés fondamentales
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On dit d’'un ensemblex qu'il est unordinal s'il vérifie les deux propriétés suivantes :
= a est transitif
= larelation xOy ou x =y estunbon ordre sux .

La relationx 0y est donc un bon ordre strict sur

La collection des ordinaux, est not€m, c'est-a-dire,On(a) ou o 0 On est I'énoncé @ estun ordinal »
définit ci-dessus.

Par exemple, on vérifie aisément que les ensemibles {O} et {0, {O}}, sont des ordinaux .

Lemme 1
Si a estun ordinal, alorst 00 a. Autrement dit, sif O a, alors # a.

L'ordre O étant strict sura, on a donc pour tout élémert dea, xOx. Sia Oa, ona alorsa O a, ce qui
est une contradiction.

Lemme 2
Soit un ordinabi. Une parties de a est un segment initial de, si et seulement si elle est transitive.

En effet, dire ques est un segment initial det  signifie que si un élémenB dea appartient as, alors tout
élément dg8 appartient as, autrement dits est transitive.

Lemme 3
Soit un ordinala . Les segments initiaux de sont a et ses éléments

En effet, les segment initiaux stricts de sont les ensemble§; avecB O o (lemme [Il. 2. b]). Or
S = {xOa; x<B} = {xOa; xOPB} = a npP =B puisquea étanttransitif,d 0 a implique
BO a. CQFD.

Les éléments d&r sont donc ses segment initiaux stricts.

Lemme 4
Si a est un ordinal, tout élémef de a est un ordinal.

En effet, B 0 a (puisquen est transitif) ; par conséqueht est une relation de bon ordre induite guD’autre
part, B est un segment initial dg donc est transitif (lemmes 2 et 3).

Ainsi donc, tout segment initial d’'un ordinal estardinal.

+ THEOREME 1

Toute collection non vid&A d'ordinaux a un minimuna pour la relatiori]. Cet élément est l'intersection
de A.

En effet, soit a = ﬂ M . Il est acquis quex est un ensemble (lemme 2 [I. 4. c]g). est une partie de tout
HOA

ordinal p O A et de plus il est transitif, puisque c’est Krgection d’ensembles transitifs (lemme [ Il. .;b
donc a est un segment initial de toupt O A (lemme 2), donc est un ordinal (lemmes 3). Sapps que pour
tout pOA, onait a#p. Alorslelemme 3 implique quex Oy pour toutp OA, donc o O ﬂ M,

HOA
c’est-a-dire a O a, ce qui est impossible (lemme 2). Il existeaend A tel quea = p.Lelemme 3 assure
donc que pour tout élément deA distinct dea , a Ov. CQFD.

La conséquence immeédiate de ce théoreme est le :

Corollaire
Soienta et B deux ordinaux. On a soitt =3, soita O3, soit B Oa.
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I suffit d'appliquer le théoréme en prenant paufensemble €, 3}
Il est clair que pour les ordinaux, la relatiom < B, c'est-a-dire a OB ou a =B, n'estautre que la relation
d'inclusion a O .

Ce théoreme implique aussi g'une collectién d'ordinaux est bien ordonnée par la relation La conséquence
immédiate est le

Lemme 5
Pour qu'un ensembla d'ordinaux soit un ordinal, il faut et il sufju'il soit transitif..

Soit une collectioA . La collection des ordinaux appartenar aest notéeOn, . Onu est doncOn, et pour
tout ordinala, On, = a.

+ THEOREME 2
La réunion réud) d'un ensemble d'ordinaux est un ordinal.

La réunionp de a est un ensemble d'ordinaux. Il suffit donc de mengue p est transitif. Soita O p. «
appartient a un ordingh de a. Onadonca O ,donca Op. CQFD.

En particulier, la réunion d'une famille)i; d'ordinaux (indexée par un ensemble) est un akdin

Corollaire
Etant donné un ensembke d'ordinaux , il existe un ordinal supérieur asttes éléments de.

Il est clair que l'ordinal p = réu &) posséde la propriété cherchée, car étant domééementa de a,

si p<a,cest-a-diresipda, alorspOp, ce qui estimpossible (lemme 1). Il est claie qu est le plus petit
ordinal supérieur aux éléments @de autrement dit ldborne supérieurele a. En effet, pour tout ordinal <p ,
B appartient (donc est strictement inférieur) a lémént dea . CQFD.

Lemme 6
Si a est un ordinal, alore [0 {a} est aussi un ordinal. C’est le plus petit ordistaictement supérieur &. On
'appelle lesuccesseude a et a est appelé Iprédécesseude a O {a}.

En effet, tout élément de O {a} est un élément da ou est égal &o. Dans les deux cas, cet élément est une
partie dea et donc dea O {a}, qui est par conséquent un ensemble transditiiaux, donc un ordinal. C'est
le plus petit strictement supérieuaakn effet, si B est un ordinal tel que >a , cela signifie alors quet O B
etdonca O B. De plusa OB implique aussiqueo} O B.Onadonc a O {a} OB, c'est-a-dire

o O{a} < B. CQFD.

1) Les collections ordinales

La collection On des ordinaux possede les caractéristiques d'dmair: elle est transitive et elle est bien
ordonnée par la relatiofill. Mais elle n’est pas un ensemble, car si c’éadds, elle serait un ordinal et on aurait
On [0 On, ce qui est impossible (lemme 1). C’est donc wapscollection appelée teansordinalde U. Les
segments initiaux stricts d®n sont les ordinaux, ce qui montre que le bon orfdresur On est primaire.

On peut définir sur des transcollections des badses qui ne sont pas primaires. Par exemple, @érmis la
relation (ditelexicographiqui définie surOr? , c’est-a-dire entre deux couples d’ordinaux par

(a, B)< (@, B) sietseulementsia 0 o' ou (a0 = a' et BOP). Dapres cetordre, le plus petit de
deux couples d'ordinaux est celui qui a la plusitpgbremiére projection, et en cas d'égalité desmpéres
projections, c’est celui qui a la plus petite set@projection. C'est évidemment une relation d’ersdlrict. C'est
un bon ordre car pour toute collection non vide de couples d'ordinaux, on sélectionne d’abordkadont la
premiére projection est la plus petite des premi@rejections ; puis parmi ceux-ci (qui ont alavas la méme
premiére projection) on sélectionne celui (forcémarmque) qui a la plus petite des secondes pliojest C'est
bien entendu le plus petit élémentAlselon cette relation d’ordre. Mais ce bon ordeshpas primaire ; il y a en
effet des segments initiaux pour cette relationmgusont pas des ensembles. Par exemple si (1, 0), S, est
la collection des couples de la forme ¢@,, avec a O On. Il est aisé de voir que la collection des secende
projections des éléments d&& estOn, et donc d’'apres le lemme 1 [l. 4.}, n’est pas un ensemble, puisde
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ne I'est pas. On dira de ce bon ordre qu'ilestondaire Mais comme on I'a déja dit, les bons ordres quasn
aurons a utiliser sur les transcollections somhaiies.

On appellecollection ordinaleun segment initial d€On. Alors le lemme suivant est évident.

Lemme 6
Une collection ordinaled est soit un ordinal, soi®n.

Lemme 7
Une collection® est ordinale si et seulement si c’est une cadledtansitive d’ordinaux.

En effet, sif est une collection ordinale alors c’est bien sig collection transitive d’ordinaux. Réciproquement
si B est une collection transitive d’ordinaux, aloirsBs est un ensemble, alors c’est un ordinal. Bb si’est pas
un ensemble, supposons qu'il existe un ordinalntappartienne pas af ; soit alorsa le plus petit ordinal de
ce genre.

Alors soit B06. Si B = a,alorssiB=a,ona al 06, ce quiestune contradictiof.> a est également
impossible car on aurait ausaild 6 (puisqued est transitive). On a doift< a , ce qui veut dire qu® O a, et
doncB est un ensemble, ce qui est encore une cont@didtout ordinal appartient donc@ On a donc

On O 6 mais aussB [0 On (puisqued est une collection d’'ordinaux), et doBc= On. CQFD.

2) Les ordinaux finis. Les entiers naturels

Ona 0O O a pour tout ordinala. C’est donc le premier ordinal, que nous avorja dété 0 et appelé aussi
l'ordinal nul ; son successeur eBt{ noté 1 ; le successeurde 1 esti{i}= {O,{0}} noté 2; 20{2}
est noté 3 etc. On appelle ces ordinaux ainstogitsentiers intuitifs

Le successeur (qui existe toujours) d’un ordioakst noté a +1 . Le prédécesseur (s'il existe) d'un ordirnal
est notéa — 1 (notation a ne pas confondre avec celle défterence de deux collections)

Définition
Un ordinal a est ditfini si tout ordinal non nulf <a a un prédécesseur. Dans le cas contraire, ditegtfini.

Les entiers intuitifs 0, 1, 2, 3, ... construitaphauts sont évidemment des ordinaux finis.

Nous ne sommes pas pour l'instant en mesure diekHe moindre ordinal infini (On verra plus loimuey la

collection des ordinaux finis en est un). Cependegite définition d'un ordinal fini appliqguée@n montre que
c'est est une collection ordinale infinie. En effdtOn avait un prédécesseun, commea est forcément un
ordinal, il en serait de méme po@n = o +1.

Lemme 8
Un ordinal a est fini si et seulement s'il a un prédécessesirteut ordinalf3 <a est fini.

En effet, sia est fini, il a un prédécesseur. S@it a; si B estinfini, alors il existe un ordinaf< 3 qui n'a pas
de prédécesseur. Mais< a , ce qui montre qu'un ordinal & n'a pas de prédécesseur et dana'est pas fini,
ce qui est une contradiction. Réciproquementy st un prédécesseur et si tous ses éléments swnil fst clair
que tout ordinal non nuk o a un prédécesseur damest fini.

On en déduit immédiatement quecsi est fini, alorsa +1 est fini. En effeta+1 a un prédécesseur et ses
élémentsp et ses éléments, sont finis.

Remarque
L'énoncé « est un entier intuitif » est la disjonction infinfau sens intuitif du terme )x=0 ou x=10u x=2
ou x=3 ou ... dans laquelle chaque énongé n est un énoncé du premier ordre. Par conséqueat,un

énoncé du second ordre. Cette collection est natée
Un ordinal fini sera aussi appelé entier naturelou entier fini ou encore simplememntier. Sauf précision

contraire, c'est désormais le sens qu'aura le téemtger”. Unuplet ou suite finiesera une famille d'ensembles
indexée par un entier fini (au sens défini ici).
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b. Démonstration et définition par induction sur les ordinaux

1) Démonstration par induction

THEOREME 1
Soit une collectionP . Si  QaOOn (@O P = aoOP) alors On O P

La collection P exprime une propriété. Ce théoréme signifie muer montrer que cette propriété est vraie pour
tout ordinal, il suffit de montrer que pour toutoral o, sa véracité pour les ordinaux strictement infésea o
implique sa véracité poua . En effet, supposons démontré que pour tout akdin, tout ordinal B <a vérifie

P . Supposons alors qu'il existe un ordinal néfiedt pas a P. Soit y le premier ordinal de ce genre. Tous les
ordinaux strictement inférieurs v vérifient doncP , or on a montré que dans ce gasgussi la vérifie, ce qui est
une contradiction.

Cette méthode de démonstration s’appelle démoiastrasr induction.

2) Définition par induction

En particulier, ce théoréme est utile pour défimircertain type d'applicatiof d’'une collection ordinaled dans
une collectionW. Soit a[168. On veut associer a son imagef(a). On commence alors par supposer i@ a
été définie pour tout ordinaP < a . Si avec cette hypothése on sait défif(im), alors f est définie pour tout
ade.

Tout réside dans le fait de "savoir défirf{ia) a partir desf(B) pour B <a ". C’est leprocédépermettant cette
définition qu’énonce le théoréme suivant.

THEOREME 2 : Principe de définition par induction

Soient une collection ordinal® , W une collection,M la collection des applications définies surdedinaux
o < 0 etavaleurs dansV, et H une application déM dansW. Alors il existe une applicatiofi de 6 dansW
telle que pour toutt <0, f(a) = H(fOa). Et f estla seule application ayant cette propriété.

Démontrons ce théoreme par étapes.

Etape 1
Soit ' une collection ordinale incluse dafs S'il existe une applicatiorf de 8 dans W t elle que pour tout
a <0, onait: f(x) =H(fa), alorsf est unique.

Supposons qu'il existe une applicatignayant cette propriété. Montrons par inductiologa alorsg(x) =f(x) ,
pour touta < 6. On suppose donc que pour tgdit o , on a g(B) = f(B). On a alors gla = fla
donc H(gha) = H(FfDa) soit g(a) =f(a) .

L'application f étant unique on la noteffg ou f; si 6’ =1, pour T <6. Nous dirons ici, pour simplifier, que
" fg existe" pour signifier qu'il existe une applioatf de & dans W telle que pour towt <6’ on ait :
f(a) = H( fla).

Etape 2
Soit € un ordinal inclus dans®d. Si fg existe, alors pour touta <0, f, existe etona :f, = fgOa.
Réciproquement, si pour towt <0, f, existe, alorsfgy existe.

- Supposons qué; existe. Soienta <@'. PourtoutB<a, ona fg(B) = H(feOB) . On a aussi

fo(B) = (ola) (B) etaussi fo[B = feU)B d'ou fe(B) = H((feCa)IB ) etdonc
foo) (B) =H [ (feCo)B] , pour toutp <a. Doncf, existe etonafy, = fla.
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- Réciproguement, supposons que pour touk 0, f, existe. Soit alorsf ['application de 6 dans W
définie par
fla) = H(fy), poura <@. Soit B<a. Ona f() = H(fs). B < a,doncdaprésce quiprécede,
fs = 0B, donc H(fg) = H(fB) = f«(B) , donc f(B) =f«(B), pour B <a; donc fla = f,, dou
f(a) = H(fOo), pour touta <@ ; ce quiveut dire qudy = f existe.

Etape 3
fg existe.

En effet, d'aprés I'étape 2, il suffit d'établiequour touta <8, f, existe, ce que I'on montre par induction.
Soit o <8. Supposons que pour toft<a, fz existe. D'apres I'étape 2, alofg existe. Donc pour tout
a<0, f, existe. CQFD.

c. Isomorphisme de collections bien ordonnées
Dans cette partie’( <) et @, <’) sont deux collections bien ordonnées@test le plus petit élément d& . .

L'ordre <' sera aussi noté pour simplifier <Ce n’est pas génant car il suffit de savoir qud pas a priori la
méme signification suA’ que surA .

Définition
On dit qu’'une applicationyp est unisomorphismegde collections bien ordonndede @, <) sur A, <), ou
encore (s'il N’y a pas d’ambiguité sur les ordreacernés) deA surA' , si ¢ est bijective et si pour tous

élémentsx ety de A, ona: x<y = 6(X) < ¢(y).
On dit alors simplement quA et A' sontisomorphes

L’application identité Id est un isomorphisme de sur A puisqu’elle est bijective et que pour tous éléments
ety de A, ona: X<y = X< V.

Lemme 1
Pour qued soit un isomorphisme d& sur A', il suffit qu’elle soit surjective (c’est-a-éion a ¢<A> = A')
et que pour tous élémenksety de A, onait : X<y = (X < ¢(Y).

Comme ¢ est surjective, il suffit de montrer qu’elle ashe injectiorde A sur A'. Pour cela considérons deux
élémentsa et b de A tels que ¢(a) = ¢(b). Supposonsa # b. Alors a < b implique ¢§(a) < ¢(b), ce
qui est une contradiction. Idem avec I'hypothése> b . CQFD.

Il est clair que la bijection réciproque™ est un isomorphisme d& surA. On vérifie également que @iest un
isomorphisme deX, <') sur @", <"), alors Y o¢ estunisomorphisme da,(<) sur A", <").

Lemme 2
Si ¢ est un isomorphisme d€ surA, alorsd(o) est le plus petit élément d& .

En effet, supposons qu'il existe un éléméhtde A' tel que b'< ¢(0). Soit alorsbOA tel que b' = ¢(b).
On a doncd(b) < ¢(0) , doncb <o, ce qui contredit le fait que est le minimum deA. CQFD.

Lemme 3
Une application¢ de A dansA' soit un isomorphisme dé& sur A', si et seulement 8p est surjective et que
pourtout xOA,ona: ¢ <Jo, X[> = [p(0), dX)[

En effet, supposons que est surjective et que pour toxtrA, ¢ <[o, X[ > = [0(0), d(X)[ . Alors pour tous
éléments

aetbdeA ona : ¢<[o, a[> = [¢p(0), (@[ (1) et ¢<[o, b[> = [p(0), (L)  (2).

Si a< b,alors all[o, b[ , donc dapres (2), ¢(a) O [d(0), ¢(b)[, donc ¢(a) < ¢(b).

A linverse si ¢(a) < ¢(b), alors b< a estimpossible, car & = a, on aurait ¢(b) = ¢(a) , ce qui est
contradictoire ; etsib<a, alors b0O[o, af , donc d'aprés (1),¢(b) O [$(0) , d(a)[, donc ¢(b) < ¢(a),
ce qui aussi est contradictoire. Par conséquért,a . On a donc montré que pour tous élémentst b de A,

106



ona: a<b = ¢(@)< ¢(b).Commed estsurjective, c’est donc un isomorphismeAdsur A' .

Réciproquement, sp est un isomorphisme, sait 0 A ; pourtouty [0 A,ona

y <x = ()< ¢(x) , ce qui signifie qued <[o, x[ > T [¢(0), d(X)]

A linverse, soit y O [¢(0), ¢(X)[. Montrons quey 00 ¢ <o, X[ >, ce qui établira que

[#(0), d(X)[ T ¢ <[o, X[ > et par conséquent qud < [0, X[ > = [p(0), d(X)[, ce qui est le résultat cherché.

Comme ¢ est bijective, il existey O A tel quey = ¢™(y’), soit y' = ¢(y). Or y O [¢(0), ¢(X)[ implique
y < ¢(x), c'est-a-dire ¢(y) < ¢(x), ce qui impliquey < x, doncy o, X[, donc
y'=d¢(y) O ¢<[o, x[> CQFD.

Ce lemme implique que gp est un isomorphisme, alors I'image d’'un segmeitill strict de A est un segment
initial strict de A’ .

Lemme 4

Soient deux collections bien ordonné&set A’ . Si ¢ une application d&A dan A’ telle que pour tout
xOA, ¢<[o, X[> = [B(0), ¢(X[, alors ¢ estunisomorphisme d& sur ¢<A> et p<A> est
un segment initial dej'.

D’abord ¢ est une surjection d& sur $< A > ; et comme pour tous A ,
d<[o, [> = [B(0), d(X)[ , d'apres le lemme précédenyt est un isomorphisme d& sur ¢<A>.

Montrons que ¢§< A > est un segment initial d&' . Soit u’ O ¢<A>. Il existe alorsu 0 A tel que
¢(u)=u . Soitv OA’" . Si v <u' ,alors v’ < ¢(u), c'est-a-direv’ O [¢(0), ¢(u)[. Comme
¢<[o u> = [p(0), ¢(u)[, ilexistedoncv][o, u[ telque v' = ¢(v); par conséquent
vd ¢<A> . CQFD.

Lemme 5
Si ¢ est unisomorphisme desur A’, alors pour toua DA, ¢ |[o, al estunisomorphisme d®,[a] sur

[¢(0) , (.

Notons par ¢, la restrictiond | [o,a] de ¢ a p,al. Soientu et vdes éléments deo,[a[. On a bien
entendu ¢(U) = d(u) et d(v) = ¢(v) . Mais u et v sont des éléments de, donc on a
u<v < @) < ¢(v) etdonc u<v = ¢ u) < ¢4V), ce qui montre que, est un isomorphisme de

[o,a] sur B(o),d(a). CQFD.

THEOREME 1
Etant donnée une collection bien ordonnég, <), deux segments initiaux dé isomorphes sont égaux, et
I'i'somorphisme est I'application identité Id.

Soient A; et A, deux segments initiaux d& et ¢ un isomorphisme dé; sur A, . Supposons qu'il existe des
élémentsx de A; tels qued(x) # x. Soit a le plus petit de ces éléments. Pour tbuta, on a donc

¢(b) = b, ce quiimplique queb< [0, a[> = [o, al. D'aprés le lemme 3, on a aussi

d<[o a> = p(0), ¢(@[ = [o, ¢(a), donc p, a = [0, ¢(a)] donc évidemment = ¢(a),

ce qui est une contradiction. Par conséquent pafir k 0 A;, ¢(x) = x = Id(x). CQFD.

Corollaire 1
L'application identité Id est le seul isomorphésighe A sur A.

Corollaire 2
Deux collections ordinales isomorphes sont égale§somorphisme est I'application 1d.

Corollaire 3
Il n’existe aucun isomorphisme d& sur un de ses segments initiaux stricts.

En effet, si tel était le cad, serait €gal a un de ses segments initiaux stricts

Corollaire 4
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Si ¢ est un isomorphisme dé sur A’ , alors un segment initial deA est isomorphe a un segment initial
unique deA’

En effet, supposons qu’'un segment initialde A soit isomorphe a deux segments initia@x et B” de A’
Alors B’ et B” sontisomorphes et par conséquent sont égaux.

Lemme 6
Si ¢ est unisomorphisme d& sur A’ , alors cet isomorphisme est unique.

Supposons un isomorphismg de Asur A’ . Alors Yo ¢ estun isomorphisme d& sur A, et donc,
d’aprés le corollaire 1 précédenty o ¢ = Id,dou ¢ = ¢ .

Lemme 7
Soient deux collections bien ordonnégset A’ . La collection
B = {xOA ; Jo, x| est isomorphe a un segment initial strictAle} est un segment initial deA.

Soit udB ; [o, u[ estalorsisomorphe a un segment initial strjcf , u’[ de A’. Cet isomorphisme étant
unique, notons -lep, . Soit vOA. Si v<u, alors p, V[ estun segment initial strict de [ u[ ;

par conséquent (lemme 5) la restrictign |[[0, V[ de ¢, a p, V[ est unisomorphisme d® [ v[ sur

[0y (@), 6W[ = [0, ¢uV)[,etdonc vOB.CQFD.

THEOREME 2
Toute collection bien ordonnéd, (<) est isomorphe a une collection ordindgleunique et cet isomorphisme est
unique.

- Unicité:
Découle du lemme 6.

- Existence

Désignons par® la collection des ordinaux isomorphes a un segnmétial strict de A. Soit a 0 0. a est
isomorphe a un segment initial stricb, [a] de A . Cet isomorphisme est alors unique; notongde On a alors
¢, <0 > = [0, a . D'aprés le lemme 79 est un segment initial d®n donc 6 est une collection ordinale.

On définit une applicatiorp de 6 dansA telle que $(0) = o et pourtouta d6, ¢(a) soit 'élément a
de A telque ¢,<a> = [0, a[. Onadoncd, <a> = [p(0), ¢(a)[.

Soient B<a et b = ¢4 (B). B estun segment initial strict de donc (lemme 3)

0o<[0,B[> = [0a(0) ,0a(B)[ = [0, B[ = dg<B> = [p(0), ¢(B)[, d'ou ¢(B) = a(B) pour tout
B<a, etdonc ¢, = ¢ |a.Parconséquent,ona pourtautl 6, ¢ <[0,a[> = ¢<a>

= @|a)<a> = da<a> = [p(0), ¢(a)[, ce qui (lemme 4) montre quie est un isomorphisme dé sur
B = ¢<6> et aussi qud3 est un segment initial dA.

Montrons pour finir que B = A. Supposons qu& # A . Alors B est un segment initial strict d& donc c’est
un ensemble (car 'ordre sérest primaire). Dans ce cas, d’aprés le schémamplacement® = ¢’<B > est
aussi un ensemble, donc un ordinal. Or par dé&dimi® est la collection des ordinaux isomorphes a gmsat
initial strict de A ; on a doncB [0 6, ce qui est une contradiction. CQFD.

La collection ordinale® isomorphe aA est appelée lgype d'ordrede @, <), ou parfoisja collection ordinale
de @A <).Onnoted = T(A,<) ou T(A) s'il 'y a pas d’ambiguité sur I'ordre conceridous avons par la méme
occasion indirectement montré g@eest un ordinal si et seulementAi est un ensemble. En effet, on a

$<B8> = A et ¢’<A> =0 et le schéma de remplacement montre que sist un ensembl®, I'est et vice
versa. On en déduit immédiatement que toute trdiestion bien ordonnée (avec un bon ordre primhiesm sdr)
est isomorphe ODn.

Pour une collection ordinal®, on a évidemmentT(6) = 6 (I'ordre considéré étant bien sir la relation
d’appartenance dang)
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Lemme 8

Soit une collection quelconqua. S'il existe une bijectionp de A sur une collection ordinakg alors la
relation définie surA par: x<y = ¢(X) < ¢(y) estun bon ordre strict sé et 0 est le type d’ordre
de A muni de ce bon ordre.

Pour deux élémenta et b de A, si a < b , alors ¢(a) < ¢(b) . Mais ¢(a) et ¢(b) étant des ordinaux, on
n'a pas ¢(b) < ¢(a) et par conséquent on n'a pas a.

Pour des élémenta, b etc de A, a<b et b <c implique ¢@) < ¢(b) et ¢(b) < ¢(c), donc

d(a) < ¢(c), par conséquenta < c.

C’est donc une relation d’ordre s@ir, qui est bien s0r totale , puisqu’elle I'est dur Soient une partie non vide
B de A et p le plus petit élément dé <B >. Il est clair que m () est le plus petit élément d& On a
donc un bon ordre su, et de la fagcon dont cet ordre est défini, ladbig;n ¢ est un isomorphisme

de A sur 6. CQFD.

4. Les cardinaux

a. Théoreme de Cantor-Bernstein

Lemme 1

Soient un ensembl& et une applicationp de P(A) dans P(A) croissante pour l'inclusion, c'est-a-dire telle g
pour toutes partieX et Y de A onait: XOY = ¢(X) O ¢(Y). Alors il existe une plus petite partie de A
telle que ¢(E) =E .

Démonstration

Soit W l'ensemble des parties de A telles que ¢(X) 0 X. W n'est pas vide car il est clair qg€A) O A.
Alors soit E = inter (M) . On a E O W. En effet pour toutZOW, ona EOZ, donc ¢(E) O ¢(2). Comme
¢(2) 0 Z, onadonc¢(E) 0Z doud(E) OE. Nous avons donc par la méme occasion montrésjest le plus
petit élément dew.

Montrons a présent qu& O ¢(E). En effet, comme¢(E) O E, on a doncd( ¢(E) ) O ¢(E) donc ¢(E) OW,
d'ou EO ¢(E). On a donc en définitivé(E) = E. CQFD.

Lemme 2

Soient deux ensemble&d et B, f une application deA dansB et g une application ddB dans A. Il existe
deux partiesA; et A, de A et deux partieB; et B, de B telles que :

A, =A-A , B, =B-B; ; Bi=f<A> ,; A, = g<B,>.

Démonstration

Définissons l'applicationp de P(A) dans P(A) par: ¢(X) = A-g< B-f<X> >. Montrons qué est
croissante.

Si XetY sont deux parties dé, si XOVY,alors f<X> 0O f<Y> donc B-f<Y> 0O B-f<X>,
doncg<B-f<Y>> [0 g<B-f<X>>donc A-g<B-f<X>> [0 A-g<B-f<Y>> clesta-
dire ¢(X) O ¢(Y).

D'aprés le lemme précédent, il existe une partide A telle qued(E) =E. On pose alorsA; =E. On a donc
AL =A-g< B-f<A;>> dou A-A; = A-(A-g<B-f<A;>>) =g<B-f<A>>

On peut alors pose®, = A-A; ; B, =f<A;> ; Bb=B-f<A;> OnaalorsB,=B-B; et
A, = g<B,> CQFD.

THEOREMEde Cantor-Bernstein
Etant donnés deux ensemblés et B, s'il existe une injectiorf de A dans B et une injectiong deB dans A,
alors A et B sont équipotents.

Démonstration
D'aprés le lemme précédent, il existe deux partie®t A, de A et deux partieB; et B, de B telles que :
A =A-A , B, =B-B ; Bi=f<A> ,; A, = g<B,>.
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On notera parf' la restriction def a A, et parg' la restriction deg a B, |l est clair quef' est une bijection
de A; sur B; tandis queg' est une bijection d®8, sur A, . Ceci nous suggére alors de définir une appicat
h de AdansB telle que pour touk O A :

- SixOA; alors h(x) =f'(x).

- SixOA, alors h(X) =g (x).

Comme A; et A, sont disjoints, de méme que, et B, , il est alors évident qué est une bijection d&\ sur
B.

b. Axiome du choix

1) Condition d’existence d’'un bon ordre sur un ezrmble

Etant donné un ensembla (et & fortiori une collection) quelconque, rien permet pour l'instant d’affirmer
I'existence d'un bon ordre sura. Le théoréme suivant énonce une condition nécgessdi suffisante pour
I'existence d'un tel bon ordre.

THEOREME 1
Un ensemblea peut étre bien ordonné si et seulement s'il existe applicationh de P(a) — {0} dans atelle
que pour toutx 0 P(a) — {0}, h(x) Ox.

Démonstration
Supposons qu'il existe un bon ordresur a. Alors on définit I'applicationh de P(a) — {0} dans a telle que
pour toutx 00 P(a) — {0}, h(x) soit le plus petit élément de (selonr) ; elle possede la propriété cherchée.

Réciproquement, supposons qu'il existe une appiicah de P(a) — {0} dans a telle que pour tout
xOP@) - {0}, h(x) Ox.On définit I'application g : P(a) —{a} - a
X = gX) = h(a-x
On adonc g(x) Ox, pourtout x O P(a) — {a}. Soit un ensemble quelconque n'appartenant pas a (il en
existe puisque la collection des ensembles n'estupaensemble). On définit par induction une apgibhe F de
On dansa [ { u} par :
Fa) = g(F<a>) si F<a>0 P -{a};
F() = u si F<a> 0O P -{a}.

Supposons que pour tout ordinal, F(a) O a. Alors, cela signifie que pour toat F<a > O $(a) —{a}.
Deplusona g(F<a>) 0 F<a>, cest-a-dire F(a) O F<a> ,ce quisignifie que <a, alors
F(B) # F(a). Par conséquerfe est une injection d®©n dansa, ce qui veut dire qué& est une bijection de
On sur b = F<On> O a. Par conséquent, d’aprés le schéma de remplatenfen'(b) = On est un
ensemble, ce qui est impossible.

Il existe donc un ordinabi tel que F(a) = u ; soit ag le plus petit ordinal de ce genre. On a alors

F(B) O a pour toutp <ag, c'est-a-dire F<ay,>0 a. Etpuisque F(B) = g(F<pB> 0O F<B>

pour tout3 <0y, onadonc pourtouty<pB, F(y) # F(B), ce qui montre qué | a, est une injection de

Op sura. Or F<ag>0 a; mais g(F<ag>) =F(0og = u implique que F<ap> O P(a) — {a}, et par
conséquent F<ay> = a, etdonc F|ag est une bijection de, sur a. Lelemme 8 [ll. 3. c] montre que
cette bijection définit une relation de bon ordue a. CQFD.

Ce théoreme ne prétend pas que tout ensemble ggekesatisfait la condition qu’il énonce. L'affirtian selon
laquelle cette condition est vérifiée par tout emsle constitue un des multiples énoncés de I'axidmehoix.

2) Les différentes formulations de I'axiome du dio

AXIOME 6 Axiome du choixAC)
Pour tout ensembla dont les éléments sont non vides et deux a disjoirts , il existe un ensemble
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possédant un élément et un seul dans chaque éldman{c’est-a-dire tel que pourtoutla , cn u
soit un singleton). Cet ensemhteest appelé uohoixsur a.

Les énoncés suivants sont équivalents (avec leocosicles autres axiomes) a I'axiome du choix :

AC’: Pour tout ensembl@ , il existe une applicatiom de P’(a) = P(a)- {0} dans a telle que pour
tout
xOP(@), h(x) Ox. (Autrement dit, tout ensemble satisfait la ctindidu théoréme 1)

AC” : Le produit d'une famille d’ensembles nomlgs est non vide.
Prouvons les équivalences AG- AC' = AC"

AC' = AC:

Si AC’ est vrai, alors considérons un ensendlelont les éléments sont non vides et deux a disjoiras.

Soit b= réug) ; il existe alors une application de P'(b) = P(b)-{0} dansb telle que pour tout
xOP"(b), h(x) Ox. Tout élément de est une partie non vide de, c’est-a-dire un élément d’(b).

On considére alorsc = {h(x) ; xda}. Soit uOa; alorsh(u) Oc etaussih(u) Ju, etdonc

h(u) 0 ¢ n u. Supposons qu'il existe[1 ¢ n u, z # h(u). Commez[c, il existe doncv [ a tel que
z=h(v). zOu implique h(v) Du; et vOa impliqgue h(v) Ov et par conséquenth(v) 0 un v.Ona
donc u n v # [, ce qui est une contradiction puisque les élémamta sont deux a deux disjoints. Dorgu)
est le seul élément den u, ce qui montre que AC est vrai.

AC = AC” :

Considérons une familleafi;, d’ensembles non vides. Pour chaquél | , on forme I'ensemble

bi = {(i,x) ; xUOa}, quiestnonvide.L'ensemblB = {bi ; i0JIl} ases éléments deux a deux disjoints
puisque sii # j, alors un élémenti (x) de bi est toujours différent d'un élémenj ,§) de bj.

Si AC est vrai, alors il existe un ensemloleel que pour touti 1, ¢ n bi ait un seul élémenti,u;).

¢ est donc par définition la familleu) i, , qui est un élément du prodyit| a , ce qui montre que ce produit
[
est non vide. Par conséquent AC” est vrai.

AC" = AC':
Considérons un ensemble quelconquet A = P(a) — {0} et la famille identité i . C'est donc une
famille d’ensembles non vides, et par conséquemG' est vrai, son produitl_l X est non vide.

x0O

Soit alors un élémenti de ce produit. On a bien entendu pour toul A = P(a) — {0}, h(x) Ox, ce qui
montre que AC’ estvrai. CQFD.

L’énonce suivant est lui aussi équivalent a I'axéotu choix.

THEOREME 2
Tout ensemble est équipotent a un ordinal.

En effet, soit un ensembla. Cet énoncé implique que peut étre muni d’'un bon ordre (lemme 8 [II. B.at
par conséquent (théoréme 1) que AC’ est satidfaiersement, si AC’ est satisfait, le méme théwmé&voir sa
démonstration) montre qua est équipotent a un ordinal.

Corollaire : Théoreme de Zermelo
Tout ensemble peut étre bien ordonné.

Un ensemble est diini s'il est équipotent a un ordinal fini. Autremeihgst ditinfini.

c. Propriétés éléementaires des collections cardiresd

On dira d'une collection ordinatequ'elle estardinalesi elle n'est équipotente a aucun de ses élénirgs.
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particuliera est un ordinal, alors on dit quee est uncardinal Il est facile de vérifier que les ordinaux
0, 1, 2, ... etc. sont des cardinaux. Soit un enfenab Le plus petit ordinala équipotent aa est appelé le
cardinalde a, eton le not€ard(a) ou Card a. Si a est cardinal, il est donc évident que Card a.

Il est clair qu'aucun élément den, donc aucun ordinal, ne peut étre équipotentGn. Le schéma de
remplacement impliquerait alors q@® est un ensembl@n est donc une collection cardinale. Si une colbecti
A est équipotente@n, on écrira Card = On. En particulier, on a Ca@n = On.

Pour tout ordinati, Carda < a . En effet si Carde > a, commea est équipotenta, cela contredirait le fait
que Cardx est, par définition, le plus petit ordinal équitt a a.

Un cardinal est dit fini (resp. infini) s’il estii (resp. infini) en tant qu’ordinal.

Lemme 1
Soienta et B deux cardinaux. Sa inj 3, alors a < f3.

En effet, sia >3, alors 3 0 a donc B inj a, ce qui d'apres le théoréme de Cantor-Bernsigifique que
o éqp B, ce qui contredit le fait quer est un cardinal. CQFD.
On en déduit que sia inj B et Binja, alorsa =.

Lemme 2
Soient a et bdeux ensembles. Ona: CarkCardb - ainjb

En effet, Carca < Cardb = Carda O Cardb = Carda inj Cardb. Comme par définition

Carda égpa et Card égpb, onadonc:a inj Carda inj Cardb inj b, donc a injb.
Réciproquement, commea inj Carda et b inj Cardb, onadonc:a injb = Carda inj Cardb donc
d'aprés le lemme 1 ona Card< Cardb.

Lemme 3
La réunion d'une collection de cardinaux est udkeciion cardinale.

Soit une collectionX de cardinaux eta = réu ). L'ordinala est la borne supérieure @& Supposons que&
est équipotent a un de ses élémeghtf a donc B appartient a un élément de X. Onadonca éqp B et B
O y donc ainjy. D'autre part on g O a, doncy inja, donc a éqpy. Commea égpf, on a donc aussy
éqpp, ce qui contredit le fait qug est un cardinal (puisqu'il est équipotent a séméht3). C.Q.F.D.

On en déduit le

Lemme 4
La collection, notéeCn, des cardinaux n'est pas un ensemble.

Car si cette collection était un ensemi§jda réunionk deX serait un cardinal. Tout ordinal est alors éqiépb

a une partie dex . Soit B la collection des bons ordres sur une partiea de k. Commer est une partie de?,

on a donc aussir 0 k?, donc r O P(k? , donc B est un ensemble. Soit un ordirml et f une bijection dea
sur une partie a de Dans ce casf induit sur a un bon ordre dont le type estr . On peut définir I'application
T deB dansOn, qui a tout élément deB associe le type de. Il est clair que Imt = T<B> =On puisque
tout ordinal est un type d'ordre. Comnt est un ensembile, il en résulte qDe est un ensemble, ce qui est
impossible.
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Mutation de 2003, vers la Théorie universelle desxsembles

IV - Axiome des univers

1. Notion d’univers

Nous pouvons maintenant introduire la notion cketdtte théorie, celle d’univers.
a) Définition

On dit d'un ensemblg qu'il est uruniverss'il vérifie les conditions suivantes :

(Y) U est transitif

(Y OxOUV)[PKx) OU]

(4) OxOU)[réu ) OU]

(U) Pour toute fonctiorf dansU et pour toutadU, f<a> OU.

L’ensemble vide[l est un univers trivial. C’est pour l'instant leus&@nsemble qui soit un univers. Si on étend
cette définition aux collections, on voit qu’a lteel « extrémité » on d4 qui est un univers, au sens défini ici. On
verra que c'est le seul univers qui ne soit pagnsemble. L'axiome qui suit introduira, entre cesxdextrémes,
des univers intermédiaires. La collection des usivetéeln.

b) Axiome des univers

AXIOME
Tout ensemble appartient & un univers.

En particulier, 0 appartient a un univerd. (U,) montre qu'alorsP(0) = {0} est aussi un élément de, et
par conséquenP ({0}) = {0, {O}} etc. Onadonc au moins un ensemble & deuxéfis
{O0,{d} ={0, 1} quiestun élément d& et une partie d&. On a le

Lemme 1

Pour deux élémenta et b d'un universU , la paire &, b} estun éléments dé .

En effet, on a I'applicatiorf de {0, 1} dansU définie par f(0) = a et f(1) = b. D'apres (U),
f<{0, 1}> = {a, b} appartientaJ .

La conséquence immédiate de ce lemme est quern#@nréua [1 b de deux élémentsa et b de U est un
élément deU . Eneffet, ald b = réu(f, b)) OU (dapres () ).

c) Théoréme de l'infini. L'ordinal w
Lemme 2

O appartient a tout univers non vide.

En effet, soita un élément quelconque te D’aprés (), P@ O U . Or O O P(@) . (Uy) implique alors
que P@ OU,etdoncqued OU.

THEOREME 1 :Axiome de l'infini
Il existe un ensemble inductif
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En effet, soit un univers non vidé¢. On sait déja quél O U . Soita O U . Le lemme 1 montre queaf (0 U
etle lemme 1 montre quell {a} O U.

En fait, on vient précisément de montrer que touvars non videU est inductif. En particulier, les ordinaux
finis appelés entiers intuitifs 0, 1, 2, 3, ... efont des éléments dé .

Corollaire
Il existe un plus petit ensemble inductif, napé

Découle directement du lemme 2 [Il.1.a] et dwtbée ci-dessus.

THEOREME 2
w est un ordinal infini et ses éléments sont lesnaux finis.

En effet, considérons I'ensemhbi¢ = {x 0 w; x estunordinal fini}. Ona 0 w. Etsi a O,

alors a 0w et a est un ordinal fini ¢ étant inductif,a 00 w implique a 0 {a} O w; et a étant un ordinal

fini il en est de méme poun +1 = a O {a}; par conséquentp [0 {a} 0 w.

W est donc un ensemble inductif, d'ax] w3 (puisquew est le plus petit ensemble inductif) et donc

o =w west donc un ensemble d'ordinaux (en l'occurretardidaux finis). Il est bien évidemment transitif
puisque les ordinaux < a un ordinal fini sorgsadinis (lemme 8 [Il. 3. a] ). Par conséquentest un ordinal. Il
n'a pas de prédécesseur; en effety sest le prédécesseur de alors a 0w etdoncw = a + 10 w, ce qui est
impossible. Montrons pour terminer quoeit ordinal fini est élément dex. Supposons qu'il existe un ordinal

fini o qui n‘appartienne pas@ On a donca = w, ce qui implique immédiatement que est fini

(puisqu'on a soitw = a, soit w<a). CQFD.

w est donc le plus petit ordinal infini. C'est sillvidemment le plus petit cardinal infini puisdoat ordinal
< w estfini. Les éléments desont généralement notés par les lettmesn , k, p etc.

Principe de démonstration ou de définition par écence sur w

Le raisonnement par récurrence, qui caractériseolecept intuitif centier naturel est la considération par
excellence qui justifie le fait que la notion d'mral fini remplace celle d'entier intuitif.

THEOREME 3
Soit une collectionP . Si 0OP etsipourtoutnOw, nOP = n+10P, alorsw O P.

Autrement dit, si une propriété est vraie pourtGi ¢hypothése de sa véracité pour un entieentraine sa
véracité pourn +1 , alors cette propriété est vraie pour touieenEn effet supposons qu'elle soit fausse pour
au moins un certain entier; soit alang le plus petit entier de ce genre. Omg # 0 puisque Q@ P.

Ny a donc un prédécesseny . On aalorsmy 0P donc my+1 = ng OP, ce qui est une contradiction.

Utilisons ce théoréme pour montrer que

THEOREME 4
Tout ordinal fini est un cardinal.

0 est bien s(r un cardinal. Supposons queoit un cardinal ; montrons qu'alonstl ['est aussi.

Soit un entierm< n+1. Si m =0 il est clair quen +1 (qui n'est pas vide) ne peut étre équipotemt (@ui est
vide). Donc m = k+1.Commem< n+1,onadonk+1 <n+1etdonck< n.

Supposons qu'il existe une bijectign de n +1 sur k +1; montrons qu'il existe alors une bijectign de
n+1sur k+1 tel que Y(n) =k. En effet, sip(n) =k, alors$ est la bijection cherchée. Et${n) # k, comme
¢ est bijective, soient alork' 0k +1 tel que ¢(n) = k' et n'0 n+1 tel que ¢(n’) = k. On construit alors
par permutation des images deet n' la bijection y de n+1 sur k+1 en posant (n) = k et Y(n) = k'
et pourtout xd {n, n}, WX = 6(X .

Mais I'existence de cette bijectiofp est alors incompatible avec le fait que soit un cardinal. En effet, il est
clair que Y | n est une bijection d& sur k, ce qui est impossible puisqlie< n. Par conséquent, il n'existe
pas de bijection den +1 sur un ordinalm < n+1, donc n+1 est un cardinal. CQFD.
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2. Propriétés fondamentales des univers

Outre le fait qu'ils introduisent les ensemblesniaf en particulier le cardinal infimy, examinons un certain
nombre des autres propriétés élémentaires desranoeequi justifiera I'appellation "univers".

a) Les univers satisfont les axiomes de base

Considérons un univers non vidg . Appelonsensemble au sens tle ou U-ensemble un élément de Etant
donné urJ-ensemblea, par U-élément dea on entendra urJ-ensemble appartenanta. «x est un

U-élément dey » est donc défini dan&( par la relationxJU et yOU et xOy.

Par U-partie dea on voudra signifier utJ-ensemble dont toud-élément est utl-élément dea. Mais le fait que
U soit transitif simplifie les propos. Ainsi, si est unU-ensemble, les éléments de(au sens de l'univer®)
sont tous deb)-ensembles, donc Ud-élément dea sera tout simplement un élément dePar conséquent, une
U-partie dea sera une partie da qui est urlJ-ensemble. Orf(a) est aussi urlJ-ensemble et donc toute partie
de a l'est; donc un&-partie dea sera simplement une partie ddau sens de l'univeid).

Voyons en quoi doit consister Wrénoncé. Soit un énonc&(xy, X, ..., X,) dont tous les paramétres ont des
U-ensembles. L'énoncé notBy(xy, Xy, ..., X,), appelé interprétation d&(xy, X,, ..., X,) dansU ou énoncé
E(Xq, X, ..., X, relativisé aU, est celui obtenu en remplacant d&f{sg,, x,, ..., X,) tout quantificateur

x par xO U, autrement dit, « il existe un ensemble » reisdiaU doit se lire « il existe un
U-ensemble ». Cela a pour conséquence que le ficatetir (Ux , « pour tout ensemble » relativiséadevient
Ox O U, « pour toutJ-ensemble ». Ainsi donc, I'énond&(Xy, Xy, ..., X,) interprété dandJ est défini danslU
par I'énoncé E'(xy, %o, ..., %) : X OU et x 0OU et... et x,0U et Ey(Xq, X ..., X,) appelé le
U-énoncé deE(x, Xo, ..., Xpn).
Soient alors dedJ-ensemblesay, ay, ..., a, . Alors dire que I'énoncé&(ay, ay, ..., a,) , interprété dand ,
est vrai revient a dire que I'énon&a, a,, ..., a,) est vrai dansli{ .
Par exemple, considérons I'énoné&kz) : Oxy(y#a et xOy et z[y) dans lequel le parameétee est un
U-ensemble. Cet énoncé interprété ddds veut dire « pour tout)-ensemblex, il existe un U-ensembley
différent de a , ayant x comme élément et ayant aussz comme élément ».Ey(z) est donc I'énoncé
(OxOU)(yOU)(y # a et xOyet zy). Par conséquent, I'énon&(2) :

Z0U et (OxOU)(yOU)(y# a et xO yet zy) est la définition dandd de cette l'interprétation dahbk
Soit unU-ensembleb; E'(b) est alors bOU et (OxOU)(CyOU)(y # a et x Oy et bly) qui s'écrit plus
simplement [(xOU)(yOU)(y #a et xOyet bly). L'énoncéOxCy(y# a et x Oy et bly) est vrai dand{,
car (en admettant pour l'instant qaél a) , pour tout ensemble il suffit de prendre pouy I'ensemble
{a, b, x}. Dire que cet I'énoncé interprété dads est vrai revient a dire que sbrRénoncé
(OxOU)(yOU)(y# a et xOy et bly) estvrai dansld. En I'occurrence, c'est le cas puisque pour tout
U-ensemblex , {a, b, X} est aussi utJ-ensemble.

Soit une relation binairdR(x, y) dont les paramétres sont d¢sensembles. L'interprétation d&(x, y) dans U est
définie dansU par I'énoncéR(x,y) : x0OU et yOU et Ry(x, ), qui est ldJ-relation binaire de
R(X, y).

De méme, soit une collectiod\(x) dont les paramétres sont désensembles. L'interprétation da(x) dans U
est définie dansll par I'énoncéA'(x) : x O U et Ay(X), qui est laJ-collection de A(x). Il s’agit l1a d’'une
définition au sens strict d’urig-collection. Par exemple, on vérifie que tout élatme deU est une
U-collection. En effet, 'énoncé 0 a a parametre dans est (interprété dang ) défini dansld par la

U-collection x O U et x O a, qui a cause de la transitivité de est simplement équivalent a la collectig] a,
savoir a. On notera qu'unt-collection est une partie d¢. Mais, a priori, on ne peut affirmer la réciproque
savoir qu'une partie dg est obligatoirement urid-collection. C’est la une des différences entrgdeail dans

un universU et le travail danslU. En effet, une partie d&l (autrement qu’au sens intuitif) est définie par un
énoncé a une variable libre, c’est-a-dire par Wiecollection (que nous avons simplement appelée ctaile).
La raison en est qué&{ n’est pas supposeé appartenir a un autre unieeréfdrence, ce qui est le cas d'un univers
U qui est lui un élément dd, et qui plus est, d'apres I'axiome des universlément d'un autre univerd'. On
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peut donc parler de partie e (au sens dé&{) sans se soucier de savoir s'il s'agit ou nornediinollection au
sens stricte. On appellera ddveollection (au sens large) toute partie de

Proposition 1
U satisfait I'axiome de I'ensemble vide

Dire queU satisfait 'axiome de I'ensemble vide c'est affirmu'il existe urJ-ensemble n'ayant aucun
U-élément.U étant non vide, on a vu quél 00 U . O est donc urJ-ensemble n‘ayant aucun élément et par
conséquent aucub/-élément.

Proposition 2
U satisfait I'axiome de I'axiome d'extensionalité.

Il s'agit de vérifier que deud-ensembles ayant les ménmégléments sont égaux. Mais comme leurs
U-éléments sont aussi leurs éléments, I'axiomeatisikinalité dans l'univer§( implique le méme axiome
dansU.

Proposition 3
U satisfait 'axiome de l'axiome de I'ensemble phaties.

Cet axiome s'énonce dads pour toutU-ensemblea, il existe unJ-ensembleb dont les U-éléments sont
lesU-parties dea.

I est clair queP(a) a les propriétés deJ-ensembleb.

Proposition 4
U satisfait I'axiome de la réunion.

Cet axiome s'énonce dads pour toutU-ensemblea, il existe unU-ensembleb dont les U-éléments sont
lesU-éléments del-éléments dea.

On vérifie aisément réa) a les propriétés daJensembleb.

Proposition 5
U satisfait le schéma de remplacement.

Soit une relation binaireF(x, y) dont les paramétres sont deld-ensembles et qui interprété dads est

fonctionnelle. Cette relation est définie dabls par I'énoncé xOU et yOU et Fy(x y), notéeF '(x, y).

Ona DomF' O U et ImF'O U ; F'estdonc une application d'une partieldedans U (c'est-a-dire
une fonction dant)). Soit alors unU-ensemblea. Alors d'aprés (), F'<a> estunU-ensemble, ce qui
montre qudJ satisfait le schéma de remplacement.

Appelonsmodeéle de bastoute collectionM (au sens intuitif du terme) d'objets munie d'velation binaire €
(Ia aussi au sens intuitif du terme) appelée @miat'appartenance deM vérifiant ces 5 axiomes. On appelle
modele de Zermelo-Fraenkel (en abréf§ un modéle de base qui vérifie en plus l'axiomd'idéni. Nous
venons de montrer que tout univers non vide muradelation d'appartenande de U est un modéle de base.
Et il est aisé de vérifier que tout univers ayant comme élément est un modele d€. Il en existe puisque
I'axiome de l'univers affirme que tout ensembleaafdent a un univers.

Le fait qu'un univers non vidd vérifie les axiomes d'un modele de base lui aenfeutes les propriétés d&l
que l'on peut obtenir sur la base de ces 5 axioR@sconséquent, tout ce que nous avons dit aNaft hormis

II. 4. b (plus précisément hormis tout les réssldépendant de I'axiome du choix) est applicablg.dl suffit
pour cela de remplacer dans les prodds par U , "collection" par U-collection" (au sens strict), "ensemble"”
par 'U- ensemble”, bref de considérer qu'on travailiizihs U et non dansU. Les premiers énoncés des
lemmes 1 a 8 qui suivent sont quelques exemplegite transposition qu'il est inutile de démongraisqu'elles
sont communes a tous les modéles de base. Maisniesrs autorisent des énoncés plus généraux que no
démontrerons. lls sont sans doute de plus gragdéinpratique car ce sont des énoncés de l'unileeréférence
U ; de ce fait, ils nous affranchissent dans une lagge mesure de considérations techniques plusaos
complexes liées a l'obligation d'interpréter degf@ment les énoncés lorsqu'on se place dans urrsibive
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Lemme 1
« Si a et b sont dedJ-ensembles, alors la pairea{ b } est unU-ensemble ».

Nous avons déja démontré que cet énoncé est vral.daMais ce résultat se déduit directement ce quente
U, U estun modéle de base. On en déduit que le capl® est unU-ensemble.

Lemme 2
« Le produit ax b de deuxU-ensemblesa et b est unJ-ensemble ».

Lemme 3

« La réunion d'unkJ-famille deU-ensembles indexée par Urensemble est ud-ensemble ».

Plus généralement, la réunion d'une famille quejoerdeU-ensembles indexée par Urensemble est un
U-ensemble.

En effet, soit&)in une telle famille; d'apres @ I'image de cette famille< 1> = {a};;y estun
U-ensemble. Et (Y implique qu'alors réu@}io ) est urd —ensemble.

Lemme 4

« L'intersection d'un&-famille non vide déJ-ensembles indexée par udecollection (au sens strict) est un
U-ensemble ».

Plus généralement, l'intersection d'une famille wimle quelconque d&-ensembles indexée par une collection
guelconquel est unJ-ensemble.

En effet, soit4);; une telle famille et soiti 0 | ; l'intersection de cette famille est bien sOe partie de
I' U-ensemblea, ; or toute partie d'ubJ-ensemble est ud-ensemble.

Lemme 5

« TouteU-fonction f d'un U-ensemblea dans un&J-collection (au sens strictp est unU-ensemble ».

Plus généralement, toute fonctidnd'un U-ensemblea dans unéJ-collectionB au sens large (c'est-a-dire une
partie quelconqueéB de U) est unJ-ensemble.

En effet, f est une application d'une partie de a dansB etona f O a'xf<a> quiesturJ-ensemble
(puisquea' et f<a'>le sont).

Lemme 6

« L'ensemble deb-applications d'uiJ-ensemblea dans unJ-ensembleb est unU-ensemble, de méme que
I'ensemble deb-fonctions d'urlJ-ensemblea dans urJ-ensembleb ».

Plus généralement, 'ensemtid2 des applications d'ud-ensemblea dans urJ-ensembleb est un

U-ensemble, de méme que I'ensemble des fonctiondJeBnsemblea dans urJ-ensembleb.

En effet, b* est une partie dé’(a x b), qui est urJ-ensemble. Et I'ensemble des fonctionsaddansb est la
réunion de la famille )i . deU-ensembles indexée pddlensembleP(a).

Lemme 7

« Le produit d'undéJ-famille deU-ensembles indexée par Urensemble est ud-ensemble ».

Plus généralement, le produit d'une famille quadcendeU-ensembles indexée par Urensemble est un
U-ensemble.

En effet, si &)y est une famille quelconque deensembles indexée par Urensemble , en désignant para
réunion de cette famille (qui on I'a vu estWwensemble), rl a, estune partie deUFensembleA' et donc
10

c'est urlJ-ensemble.

Lemme 8
«U n'est pas ub)-ensemble ».

Méme s'il se déduit du cas dll, démontrons-le néanmoins. L'ensemble= {x 0 U ; x 0 x} n’est pas un
U-ensemble sinon on aurait évidemmexiila - ala. Etsi U était unU-ensemble, comma& est une
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partie deU, a serait donc utJ-ensemble. CQFD.
Toute partie d&J qui n'est pas ukl-ensemble est appelée ubktranscollection(au sens large).

En particulier, ce lemme montre qué¢ est undJ-transcollection d&J. C'est méme uné-transcollection au sens
strict ; en effet,U est laU-collection stricte x O U et x = x qui est la définition dang§{ de I'énoncé
X = Xinterprété dan¥l.

De méme soitd = Ony l'ensemble des ordinaux appartenamt.aMontrons quéd est unéJ-transcollection. En
effet, la transitivité d&J implique qued est une collection transitive d'ordinaux doncwsbrdinal. Sié O U ,
alors on aurait® 0 8 (puisqueb est par définition I'ensemble des ordinauxWe ce qui est impossible. On
notera que cette démonstration est valable aussilpeas particulield = .

b) Univers engendré par un ensemble

THEOREME
L’intersection d’'une famille non vide d’univers est univers.

En effet, soit )iy une famille d'univers indexée par une collectiuelconque non videl et soit u
I'intersection de cette familler est alors évidemment un ensemble. Montrons qgst ah univers.

- U est transitif car c’est l'intersection d’une félminon vide d’ensembles transitifs (lemme [IIb])

- SoitxOu;pourtoutidl, xOU; donc Px)OU; , doncP(x) O u.

- SoitxOu;pourtoutidl, xOU; donc réw) OU; , donc réw) Odu.

- Soit une fonctionf dans u et soit a 0 u; pourtouti 01, uOU;, doncf estune fonction dang ;
mais on a aussa 1 U; donc f<a> OU;, et par conséquentf <a >0 u.

On en déduit immédiatement que

Corollaire 1
L’intersection de toute collection non vide d’unise&st un univers.

Corollaire 2
Pour tout ensembl@, il existe un plus petit univers incluant a. On dit alors queu estengendréar a

etonnote Z(a) = u.

En effet, d'apres I'axiome des univera,appartient a un univers, doacinclus dans un univers; l'intersection de
la collection des univers incluamt posséde donc la propriété cherchée.

Le plus petit univers dona est un élément est bien entendu l'univB#{a}) qui est noté % o(a) . On l'appelle
I'univers amorcépar a . En fait, on a défini une applicatic® de U dans Un qui a tout ensemble associe
'univers Z(a) gu'il engendre...

Interruption de la révision de 2003 de la Théorie ds univers
Fin de la période du schéme, le 15 aolt 2003
Changement radical dans la maniere de concevoir lemsembles
et de traiter des ensembles
Evolution vers la Théorie universelle des ensembles
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C — 2004, la Théorematique

La Théorie universelle des ensembles

2004, la Théorématique
| - La Théorie théorématique des ensembles

1- Les faiblesses de 'axiomatique

C’est Georg Cantor qui introduisit lathéorie des ensemblesn 1882. La notion dhsemblese révéla étre un
concept trés puissant, avec lequel il y a désormmaigel espoir d’unifier la totalité des mathémpadis. En effet,
la théorie des ensembles produit en son sein ésusdncepts des mathématiques usuelles.

Mais cette théorie a aussi la remarquable propdétéettre en lumiere tous les probléemes des foadenle la
logique et des mathématiques. Et au-dela, cettwithéévele les problemes des fondements de I'ebisedes
sciences. Tous ces problémes des fondements safmdissous forme de divers paradoxes.

Cantor utilisait la notion @nsembledans son sens le plgénéral intuitif , naturel. « Par ensembleon entend
un groupementen un tout d’objets bien distincts de notreintuition ou de notrepensée, disait-il. Il utilisait
donc la notion dBnsemblesans aucune restriction aMiomatique.

On qualifie de « naif » un tel usage du ransemble Et on pense que c'est cet usage « naif » quaesiuse
des paradoxes, qu'il faut donc restreindre 'usdgee terme, en lui donnant un sens pureepmatique. La

notion d’ensemble obéirait alors & un systeme dtagis choisis pour éviter les paradoxes. C'estucéugfait

avec laThéorie axiomatique des ensemble€l922), la théorie de référence étant celle deng&r-Fraenkel
(ZF).

La Théorie universelle des ensemblesu Théorie théorématique des ensemblegue je vais présenter ici est
l'alternative a laThéorie axiomatique des ensemblegpour résoudre les probléemes des fondements de la
logique, des mathématiques et des sciences.

D’abord au terme « naif » utilisé pour qualifiendage que Cantor faisait de la notioerdemble je préfére
maintenant le terme denatif ». Ceci pour supprimer toute connotation péjoraibemtenue dans le mot
«naif ». Cette substitution est purement psychologigusymbolique. Elle s'inscrit dans le souci de dair
comprendre que jopére un changement radical pdeadigme scientifique. J'abandonne I'approche
axiomatique des choses, pour une nouvelle approche, une h@uvéthodologie : léthéorématique

Ce terme ¢héorématique» n'est pas a comprendre au sens actuel, maismesens nouveau dans lequel
jinvite & entrer. La méthodexiomatiqgue (ou «formelle ») consiste & poser les termes et les relations
premiéres, puis des énoncés (ou «formules) premieappelés justement lemxiomes Ce sont les
«théorémes» premiers, posés comme tels, sans démonstra@ist la faiblesse premiére dedtiomatique,

inhérente a cette méthodologie.

Les axiomesservent ensuite a démontrer de nouveaux énonaéspnt alors leshéorémesproprement dits.
Un théoréme est donc démontré a partir d’énoncés antérieussm@mes démontrés (donc degéorémes ou
admis comme tels (donc dagiomeg. Un principe fondamental de la méthode axiomatigst qu’'un systéme
d’axiomesdoit étreconsistant Cela veut dire qu'il ne doit pas conduire a uor@g (théoremd) et a son
contraire gon T). Autrement dit, sT est unthéorémede la théorie fondée par ce systeme d’axiomes, T ne
doit pas étre aussi un théoreme de la méme théirieela se produit, alors la théorie egtonsistante et le
systeme d’axiomes doit étre revu.
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Cela ne veut pas dire que @ieounon T, l'un est obligatoirement un théoreme. En effetsystéme d’axiomes
peut étre tel qu’on ne puisse pas en déduifE minon T. Dans ce cas, I'énonde est ditindécidable dans la
théorie fondée par ce systeme d’axiomes. |l fautcdon systeme d’axiomes plus fort, pour une théphis
forte, afin queT puisse éventuellement étdécidable Cela veut dire alors que sdit soitnon T, est un
théoréme dans le nouveau systéme. Une théorielaguslle tout énoncé est décidable, estdihpléte Il est
démontré que la Théorie axiomatique des ensembdesiard (ZF) est incompléte. Il en est ainsi paute
théorie suffisamment forte pour contenir les axisme I'arithmétiquethiéorémes d'incomplétude de Godg!

Le phénoméne didécidabilité et dincomplétude est une autre faiblesse daxXiomatique. Cette méthodologie
dans sa philosophie méme oblige a séparanigagedu métalangage lathéorie de lamétathéorig les notions
formelles des notiongntuitives, etc. C’est la la plus grande faiblesse de cetithadologie, a laquelle entend
remédier lahéorématique

2- La méthodologie de la Théorématique

a. Le mot CHOSE, le mot clef de la Théorématique

En résumé et conclusion, la nouvelle méthodologiensifique qu’est lahéorématique consiste donc d’abord a
se donner un mot clef, qui doit étrelem communle plus général qui soit, le plus universel cquit,de nom
commun par défaut. C'est le role que joue danarigdge un mot comn@HOSE, en anglaiFHING .

Nous aurait choisir un mot plus technique comnabjet » pour servir de mot clef et d®m communle plus
général, mais quand nous avons le choix entre durdmtangage courant, que tout le monde utilissoetprend
(comme le moCHOSE en francais eTHING en anglais) et un mot « technique » appelé an@&mpris que
par les initiés a I'ésotérisme ou au jargon scigpie, nous n’hésitons pas une seule seconde :prédsrons le
mot d'usage courant ! Univers, I'Existenceet leschosessont I'affaire de tous et pas seulement d'initiés...

Notre souci est d'allier la convivialité, I'univerité du langage naturel (le langage courant) éveigueur d’'un
langage scientifique. Il faut définir clairemens lehoses quand il faut les définir, et ne pas aédielles qui
n’ont pas besoin de I'étre.

On pourrait par exemple tenter de définir le miobseen disant par exemple : « Unkoseest toutce dont on
parle ». Mais c’est une illusion car le motes» mis ici signifie déja €hose». On a donc dit simplement :
« Unechoseest toutechosedont on parle ».

Reconnaissons donc simplement qu’une psyché normaliangage normal, doit posséder un mot clefyde t
CHOSE, qui est lenom commun le plus général, ce qu'unghoseest avant d’étre toute autohose: un
ensemble un nombre, un point, une particule, un atome une molécule une cellule, un organisme un
humain, unanimal, uneplante, unemontagne uneplanéte unsystéme unegalaxie, ununivers, unange un
démon Dieu, le Diable, lavie, lamort, le bien, le mal, etc. On parle avant tout donc d’ucteose et aprées tout
d’'unechose le mot qui sert a désigner tout.

Et par conséquent, le mot choisi pour étre le girséral n'a pas besoin d'étre définit lui-méme sque pour
définir un mot, pour donner une définition dignecgenom, il faut utiliser d’autres mots, donc dtagtmots plus
généraux, et c’est I'engrenage sans fin. Quand dar& choisi un mot (peu importe lequebjet, étre, entité,
machin, truc, bidule, etc.) pour étre le nom commun le plus générafai pas besoin d’étre défini, car il I'est
déja d'office : « C'est le nom commun le plus géhér

Dés que I'on a formulé la moindre définition, oparlé d’'unechose méme si c’est pour dire :La chose qui
n'est pas une chose ou «La chose est une NON chose! On a définit unechose spéciale, qui a cette
propriété. Apres, le reste est le probléme dédgation du motNON, ce qui est une autre question, ghese
gue laScience de toutes les chosegui commence ainsi va devoir éclaircir. Face paradoxes de la théorie
des ensembles, on a tout accusé sauf la vraie loley@asavoir la Négation, comme nous allons le par la
suite. LaNégation est la cause de tous les paradoxes, cette nodiogssite une trés grande révision pour que
nous puissions enfin nous ouvrir les portes deolapréhension de Wnivers, portes fermées jusqu’ici par la
Négation

b. La notion universelle d’ensemble et la définitin de I'Univers TOTAL
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Désormais, la lettr&X est unmot a part entiére pour dire «hose». Quand nous avons besoin d'étre concis
(comme il se doit en science) nous disomsxpour dire «chose», «les x» sont des choses.

Et maintenant aussi, la notioned'sembleet délémentest parfaitement définie a partir du mot abbse: «Un
ensemble est une chose constituée d'autres chospgaiées ses éléments.

Et par définition, nous appelonsUhivers TOTAL la chose constituée par TOUTES les chosds Univers
TOTAL et donc IEnsemble de toutes les chosdsEnsemblequi aTOUTES les chosesommeéléments

Pour dire cela nous avons utilisé daantificateur universel, le mot «TOUT » («d»), qui a lui seul est
synonyme du mot Wnivers », «Le TOUT ». Dans la méthodaxiomatique, il nous a beaucoup servi (avec le
quantificateur existentiel), a écrire des formules, les énoncés du calcal ptédicats. Dans la nouvelle
méthode, la théorématique basée sur | mot chosst, fini, toutes ces affres du passé sont terminégghoses
sont infiniment plus simples ! Lguantificateur universel, le mot «TOUT », joue enfin son vrai réle, il
accomplit sa vraie mission, servir a définiiivers TOTAL .

Et méme, quand on a ditUnivers», on n'a en principe plus besoin de précisesFOFAL », mais
malheureusement, cette précision s'avere nécegsaireau moins deux raisons : la premiere est ‘guenous

fait prendre sur TerrdlOTRE univers pour I'Univers TOTAL, la Réalité TOTALE, dont la définition
scientifique est Ensemble de TOUTES les chosefien ne nous autorise a dire quanlvers connu
I'univers observable est un teEnsemble de TOUTES les chosésRien ne nous autorise a dire qudRidalité
TOTALE se réduit a la réalité que nous pouvons connaibserver par nos instruments, mesurer, etc. Il faut
maintenant une approche globale, TOTALE des choses.

Et la seconde raison qui justifie la précisioR&TAL » est que si 'on demande a n'importe qui de dotme
définition de IUnivers, la probabilité est assez grande d’entendre ymense du genre : &'est I'ensemble de
toutes les choses qui existemtou : «C’est 'ensemble de tout ce qui existe, au lieu de dire simplement :
«C’est I'ensemble de toutes les chosesou «C’est le tout». La nuance est trés importante cat di@'est
'ensemble de toutes les choses qui existenprésuppose déja quertaines choses n’existent pasCertaines
choses ne feraient dont pas partie dénivers, du TOUT, voila donc la subtilité, 'un de ces innombrables
pieges perfides tendus pamNagation

Pour tuer ces pieges dans I'ceuf, il faut donnetUnivers la définition qui s’impose : &’Ensemble de
TOUTES les choses et distinguer cette bonne conception divers avec celle qui consiste a concevoir que
certaines choses n’existeraient pas dddeiVers. Un Univers qui dans ce cas n'est p@®TAL comme celui
gue nous définissons, il n'est pas le gra@UT, la pleine expression dyuantificateur universel.

c. La notion absolue d’existence et le Théoreme tiEXxistence

Voyons maintenant justement comment deantificateur existentiel, I'expression 4L EXISTE » («{d»),
clarifie scientifiquement la notion existence

Etant donné un ensemltie I'expressionIX(X O E) se lit : «ll existe une chose X telle que X est un élément
de E». Autrement dit simplement : Au moins une chose est un élément de>k Et étre urélément de E
ensemble c’est la simple définition dedxistence dans EPlus simplement encore Exister dans E c’est
simplement étre ualément de E unechose de B>. La notion d’existence est maintenant aussplEmue cela,
elle est clarifiée scientifiquement.

Et maintenant, Univers TOTAL est lEnsemble de toutes les chosésnc IEnsemble dans lequel TOUTES
les choses existentAutrement ditEXISTER de maniére absolue, c'est étre un élémentldigivers TOTAL ,
I'Ensemble de toutes les chosese qui est le cas deute chose par définition méme deUnivers TOTAL.

L'énoncé : «Toute chose existe dans I'Univers TOTAL» ou «Toute chose existe dans I'Ensemble de toute
choses», est leThéoreme de I'Existencell découle de la simple définition déJhivers TOTAL . Pour cette
raison, IUnivers TOTAL est encore appeléEkistence et laScience de I'Univers TOTAL est aussi appelée
la Science de I'Existence
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2004, la Théorématique
Il - La Logique Alternative, la Logique Cyclique,
la Logique de 'Univers TOTAL

1. L’'Univers TOTAL, le Cycle, I'Alpha et 'Oméga,
I'Ordinal, I'Ordinateur, le Générateur de toutes les choses !

a. La notion de Cycle, le secret méme de I'UnivelBOTAL

Le moment est enfin venu de comprendre profondéfegPtobléme de la Négation, le probléme des panaes
des sciences actuelles, « ce goe tourne pas rond» (c’est le cas de la dire) et donc ce qu'il femite pour
tout tourne bien rond a partir de maintenant.

En posant plus haut les bases de@Héorématique en redémarrant toute la Science avec le motucisfersel
CHOSE, en définissant correctement les notionsndembleet d’existence en définissant Univers TOTAL

(' Ensemble de toutes les chogea la fois comme Objet méme de la Science, commeRaradigme et le
Fondement méme de la Science, commeQadre absoludans lequel toute la Science doit se faire et dans
lequel les choses doivent étre étudiées (toutes samtenant aucune exception, donc la questioDiele par
exemple), nous avons déja fait ce qu'il faut poue & Science tourne bien rond !

Et maintenant, il faut comprendp®urquoi elle tourne rond, avec quelle Logique la Science doit maintenant
fonctionner. Et cette Logique est tout simplemertd. Logique deCycle, oui deCercle! Avouons qu'il est plus
difficile de trouver un objet qui tourne plus rogd'un Cercle, qu'unDisque, qu'uneSphére etc.

Tout objet qui posséde deux propriétés, I'une amebnCommencementou sonAlpha, et I'autre appelée sa
Fin ou sonOméga et qui est tel que IEommencementrejoint laFin, bref, tel que Alpha est aussi ODméga
(Révélation ou Apocalypse 1:8; 21: 6; 22 :;18 Bible) , est par définition ce que nous désignpar le
terme général d€ycle.

La journée est un cycle de 24 heures, & 24H ou rauimon revient a OH, et ce cycle s’exprime par

I'équivalence :0H = 24H ou simplement 0 = 24
De méme la semaine est un cycle de 7 jours :

SEMAINE
(WEEK)

Cycle 7

1
2
3
4
g
]
7
8
9
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Si I'on appelle le Lundi le jout, alors le Dimanche est le joQr et alors le dimanche suivant sera le jBuet ce
cycle s’exprime par I'équivalenceéd:= 7.

Et en partant d'un Samedi (le Samedi 3 par exemptep bouclé le cycle de la semaine avec le sasudgant
(le Samedi 10) par exemple. Et on a toujours Ime@/cle 7en écrivant la chaine d’'équivalences :
3=10=17=24= ...

b. L'Univers TOTAL, I'Infiniment Petit et I'infinim ent Grand,
'Ensemble Vide (I'Alpha) qui construit toutes leschoses par Itération.
La pleine compréhension du sens de I’Axiome de Fdation.

@ Echelle

COSMIQUE
(OMEGA)

@) Echelle

HUMAINE

Quarks i

@ Echelle ™ 1?-’ 1
QUANTIQUE , B -

i

@ Echelle

NUMERIQUE
( )

Les échelles de la Réalité, de I'Infiniment Petit ('Alpha) a I'Infiniment Grand (lOméga).
L'Univers TOTAL, U, est 'lEnsemble de toutes les choses,
I'Ensemble constitué par toutes les choses ('Oméga),
et il est aussi 'EIément de toutes les choses (I'Alpha),
'Unique élément qui constitué toutes les choses par simple itération de lui-méme :
U, Uu, UUU, VUUU, UUUUU, UUUUUU, UUUUUUU, ...
Dans la Théorie des Univers , nous avons vu comment ’Axiome de Fondation
qui veut dire simplement que tous les ensembles sont construits
a partir d'un seul ensemble, 'Ensemble Vide (0O),
qui est le premier ordinal , celui qu’on appelle le Zéro ou 0.
C’est maintenant que I'on comprend le sens méme de cet Axiome de Fondation
a savoir que I'Univers TOTAL , U, est l'unique chose
qui construit, engendre, génére, crée toutes les choses.
Le mode de construction est I'ltération ,
c’est-a-dire le fait de répéter toujours la méme chose
C'est cela aussi la définition du Cycle !
Oui, un Cycle est la réplétion ou l'itération d’'un méme phénoméne, d'une méme chose.

Les rotations, les vibrations, les phénomenes gigries (qui se définissent par une période et téguénce,
comme par exemple le courant alternatif), les or(desores, électromagnétiques), etc., c’est ureraffle
cycles Le Cycle est donc la Logique méme de I'Univeasissle Cycle (si I'on ne voit pas I'Univers en terde
Cycle, I'Univers en tant que le grand Alpha etiargl Oméga), on ne comprend rien a I'Univers !

Si l'on fait la Relativité, la Cosmologie, I'Astrbgsique ou la Mécanique Quantique, si I'on parle de
I'Infiniment Petit et de I'Infiniment Grand de I'tn@, mais que 'on ne voit pas que l'InfinimenttiP@’Alpha)
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et de I'Infiniment Grand (I'Oméga) se rejoignerit)’sn voit donc pas le Cycle de I'Univers TOTALloas on
est complétement aveugle, on fait des sciencegsgui savent tout sauf le Principal !

Standard Madel Ne |_:I:1-ri: energy Warm dark matter
U Identity F ST Y
r'i‘k___ |

UL Equivalence [ = oy e |
U... Omepanity & ; J -..-'-":i'tﬂ:' - W

U, UU, QU UUUL, ...

o =
P, 1

] 4 0. 00 . OFEN000. 0000
9 : 1 f

Informatique Binaire:
0,1,10,11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1011...
;| Informatique Unaire, Itérescence, Générescence:

0, 00, 000, 0000, 00000, 000000, 0000000, 00000000, ...

Voici I'une des plus grandes vérités a laquelle la Théorie des Univers a conduit :
Toute chose dans I'Univers TOTAL est fondamentalement de l'information pure
constitués d'une seule information élémentaire, I'information Alpha, le U ou le 0,
qui est donc ce qui est appelé 'Ensemble Vide en théorie des ensembles.

Un « Vide » qui n'est donc pas le Vide absolu des paradigmes actuels,
mais le Vide qui est aussi le Un (ou Quelque Chose ), le Vide qui est méme le Plein,
'Ensemble Vide (0O) qui est aussi lEnsemble Plein  (Q),
le Rien qui est aussi le Tout, le Néant qui est aussi I'Univers TOTAL ,
le Premier Ordinal qui est aussi le Dernier Ordinal , le Zéro qui est aussi I'Infini ,
bref 'Alpha qui est aussi 'Oméga !

Mais le Vide absolu est synonyme de Négation absolue , de Négation du Cycle,
de Négation de I'égalité 0 =1 (le Cycle 1) ou 0 = w (le Cycle Oméga ),
de Négation de I'égalité entre I'Alpha et 'Oméga, le Premier Ordinal et le Dernier Ordinal .
Or c’est avec cette Equivalence , ce Cycle,
gue toutes les lumiéres de I'Univers TOTAL s’allument enfin pour nous !
Nous comprenons que I'Alpha engendre toutes les choses par simple Itération
jusqu’'a la derniére chose, 'Oméga, qui n'est autre que I'Alpha lui-méme.
L'Itération fondamentale qui engendre toutes les choses est donc :

U, UU, UUU, UUUU, UUUUU, UUUUUU, UUUUUUU, ...
c’est-a-dire dire donc : 0, 00, 000, 0000, 00000, 000000, 0000000, ....

C’est tout simplement cela que nous appelons les ordinaux ou les nombres :
0,1,2,34,5,6, ....

Toutes les choses de I'Univers , oui de I'Univers TOTAL ,
sont donc les choses que nous appelons les nombres ou les ordinaux.
L’'Univers TOTAL est donc le Grand Ordinal et le Grand Ordinateur
le Grand Processeur dont 'activité consiste fondamentalement a dire :

U, UU, UUU, UUUU, UUUUU, UUUUUU, UUUUUUU, ...
c’est-a-dire dire donc : 0, 00, 000, 0000, 00000, 000000, 0000000, ...,
ouencore:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, ....

Et voila donc toute la lumiére sutdhivers et les chosesTout est fondamentalement numérique, tout dat a

bases une affaire afdinaux, tous lesensemblestoutes lexhosessont donc ... desrdinaux ! On s’est donc
compliqué inutilement la vie en ne travaillant pdans les bons paradigmesE@uivalence le Cycle,
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I’ Alternation, bref IUnivers TOTAL ), les paradigmes ou toutes les choses s'unifiantiree seule chose :
I'Univers TOTAL, ou toutes les notions sont fondamentalement wuge snotion, que nous appelons les
générescencesu lesinformations unaires, c'est-a-dire les informations constituées d'seele information

de base I'Alpha, I'Ensemble Vide(O), le Premier Ordinal, le Zéro (0) , qui est aussi®méga I'Ensemble
Plein (Q), le Premier Ordinal, I'Infini ().

Comme on le fait dans les paradigmes actuels (@treoje 'ai fait dans la Théorie des Univers vuaslkes
parties A et B), on s’est compliqué la vie aved&gation qui sépare tout, qui fait séparer inutilementdescs
et les cochons, les ensembles et les collectierserisembles et les ordinaux, les ordinaux etdefimaux, les
cardinaux (ou ordinaux) finis et les cardinaux ¢@@dinaux) infinis, etc., alors que toutes cesargine sont que
différentes maniéres de parler des mémes chosew deule et méme chose Urdivers TOTAL, I'Ensemble
de toutes les chose$ Ensemble de tous les ensembles

Comme on vient donc de le voir, tout est une singfaire ditération de I'Univers TOTAL, I'Alpha et
I'Oméga: U, UU, UUU, UUUU, UUUUU, UUUUUU, UUUUUUU, ...

c’est-a-dire dire doncQ, 00, 000, 0000, 00000, 000000, 0000000, ...
ouencore0,1,2,3,4,5/6,7,8,9, 10,11, 12, ...

Tout est donc fondamentalement numérique, nous &snalans un systéeme damération unaire, ou tous les
nombres s’écrivent avec un seul chiffre de basegsudonc le0! Le systeme de numératiamaire est peu
considéré actuellement, car ce n'est pas le systénpdus pratique pour écrire les nombres. Enteffela
revient a écrire les nombres comme le début der@énation romainel; II, 1ll, ... , donc a tracer un trait pour
dire «Un », deux traits pour dire @eux », trois traits pour dire %rois », etc. Et donc il faudrait tracer un
milliard de traits pour dire ¥n Milliard »! Ce n'est donc pas pratique pour écrire les bres) et pour
calculer.

Mais le but du systémenaire et son intérét n'est pas d'écrire les nombreseetalculer avec eux, mais de
comprendre les nombres decomprendre ce qu’ils sont fondamentalementde comprendre Wnivers, oui
I'Univers TOTAL ! Les nombres, les ordinaux, sont deformations unaires, desgénérescenceset les
nombres sonfOUTES les chosesoui TOUT ! L' Univers TOTAL, le grandTOUT, est [Alpha et 'Oméga

le premier et ledernier ordinal, il est chacun d’eux, puisque chacun d’eux esstrait par simpletération de
I'Univers TOTAL. L'Alpha est leVide, le Zéro, donc tout esttération du «Vide », du «Zéro », tout est
fondamentalement la méme chose, [Béro », parce que tout est construit a partir de ItesCce que I'on a
nommé IAxiome de Fondationdans la théorie des ensembles, a savoir quedswEnsembles sont construits a
partir du seuEnsemble Vide(O). Toute lahiérarchie des ensemblegst ainsi construite (voir leollection
universelle V dans le développement de la Théorie des Univetsuét la thématique ddésancheset arbres
de fondation).

Lesordinaux (& commencer pd) servent a construire toute celtigrarchie des ensemblesqui est aussi en
fait toute Ihiérarchie des ordinaux (quand on définit maintenant les ordinaux danspéadigme de
I'Equivalence et duCycle, leur paradigme normal, naturel) , et méme plostet 'hiérarchie des chosesle
I'Univers TOTAL, tous lesensemblesau sens le pluphysique du terme, car leesnsembles mathématiques
sont aussi leensembles physiquest lesnombres mathématiquessont aussi lesombres de la physique Ce
sont les paradigmes deN&gation grande championne déJhivers pour séparer lgsorcs et lescochons qui
faisait qu'on s éparait les domaines, les nombess,ensembles, les unités, alors que partout olaipdes
mémes choses, des mémes ensembles, des mémess)atabr@émes unités !

Par exemple, ce qu’'a notre échelle nous appelossclande(unité detemps), le métre (unité delongueur), le
kilogramme (unité demass®, le coulomb (unité decharge électriqug, le kelvin (unité detempérature),
etc., c’est tout simplement un certain nombre, gdaéent colossal, si grand qu'il est inutile decéempter ou
de vouloir I'écrire. Alors on I'appelle simplemepar exemple lenétre (qui est fait d’'une infinité deoints de
I'espace, donc d’'une infinité d&ros, d’Alphas), et on calcule avec laétre (symbolem) en disant :
m+m=1m + 1m = 2m

2m+ 3m = 5m

m x m = ny,
m?x m = nv,
etc.

125



ALPHA U P Umque Umte Fondamentale

— __‘ —————————

4 Unité « Mphn comme Zéro » \n_\ ‘ 7
Zﬂ 0= O = () = ﬂ

U nité « Alpha comme U n» -
dUn = = = 1 x

' Unité « Deux »

Deux =
. Unité «

Trois

| Unité « Oméga » |
1Oméga

Unité « Temps »
Seconde

-/ Unité « Longueur »
.| Métre
' Unité « Energie »

Joule =

Unité « Température »
Kelvin

| Unité « Enfant »
| Enfant

De méme aussi pour les nombres appelésdande(symboles), le kilogramme (symbolekg), qui sont de trés
grands nombres, un trés grand nombre d'uniigha ou Zéros. Ensuite, on divise lenetre par laseconde
pour avoir l'unité devitesse (m/s), on multiplie lekilogramme par le carré de l'unité de vitesse pour avoir
I'unité d’énergie(le Joule ouJ), etc.

Habituellement, quand on dit par exempld (ou 7 joule§ on qualifie le hombre&/ de « nombre sans
dimension » (ce qui veut dire un nombre mathématigur n'ayant « aucun sens physique »y&bu J de
«nombre avec dimension » (ou nombre ayant unédfisggion physique). Mais c’est une erreur, carfahtous
les nombres sont mathématiques et sont physigaeselle différence entre les deux c’est que lesbnesrde la

physiques sont infinis ou suffisamment grands pquifon ne les percoive plus comme des nombres
mathématiques mais comme des objets physiques.
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Pour comprendre cela, c'est comme le fait de die dans « milliards » le nombre « » est «sans
dimension » tandis que & milliards » ou «milliard » est un nombre « avec dimension ». Mais les deux
fondamentalement mathématiques, sauf que quandolebres deviennent de plus en plus grands (comme ic
«milliard »), on les exprime de plus en plus comme des uphgsiques et de moins en moins comme des
unités mathématiques.

Autre exemple : nous pouvons avoir un objet infatique comme un logiciel, un film, une donnée, Blous
savons par exemple qu'il s'agit d’'un objet numéeigun nombre écrit avec déset desl dans l'informatique
binaire. Mais on s'intéresse rarement au nombresgiliobjet, quand on regarde par exemple uneovidé
guand on écoute un morceau mp3, on ne s'intéressay nombre réel que l'objet est, car c'est emigtun
trés grand nombre, mathématiquement parlant. Mammence plutbt a voir I'objet comme un objetgbye
et c’est ainsi qu’on le décrira et le mesurera.d®a par exemple qu'il « pése »7«Gigaoctets» ou «7 Go»,

ce qui n'est plus l'information ou I'objet numérigien lui-méme mais la quantité d’'information qaSt.

«7 Go», c'est exactement comme dir& kg ».

C’est ainsi que tout est fondamentalement inforquegtidans IUnivers TOTAL . Les « petites informations »,
les « petits nombres », nous les ressentons dame nental comme tels, comme des objets « absiraits
comme juste des «informations ». Mais pour las grandes informations (infinies ou infiniment rytas)
nous les ressentons difféeremment, comme des lorgudbes masses, des temps, des températures, etc.

Nous sommes donc fondamentalement dansinfioematique Unaire, une informatique ou l'information est
codée avec un seule information élémentdireu 0. Et comme tout revient a répéter ce seul chiffegte seule
information JUUUUUU... ou0000000..) , nous sommes donc aussi fondamentalement da@yala 1, qui
consiste a ajouter a chaque fois une senit®, aincrémenter d’une unité.

2. De l'ontologie de I'ldentité a I'ontologie de [Equivalence,
de la Logique de Droite a la Logique de Cycle, daINégation I'Alternation

a. De la vérité scientifique qui est comme « La teg est plate »
A la vérité scientifique qui est comme « La terres ronde »,
des sciences de Négation a la Science de I'Alteriaat

Equateur

Les terriens ont commencé par dire : « Le Terrepkedte », jusqu’au jour ou ils sont compris quel &are est
ronde, et depuis, ils disent que la seule vérité eda Terre est ronde ». Mais la vérité coessstdire : « La
Terre est plate a I'échelle d'un terrain de fodilbahis elle est ronde a grande échelle ».

L'Univers TOTAL est 'Ensemble de toutes les chod&nsemble dans lequel toute chose existe, ebidraire
de toute chose aussi, I'ensemble dans lequel thdase est vraie et le contraire de toute choss.alsrreur,

la vraie, le vrai paradoxe c’est denier cette vérité-la concernant I'Univers TOTAL, a savoir que tout y est
vrai et le contraire de tout aussi, parce quillémnivers TOTAL. C’est le Probléeme de Kégation
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Les humains ont commencé par dire que la sommartgies d’'un triangle est toujours de 180° degregylau
jour ou ils ont découvert que cette somme ausdi gteel différente de 180°. Mais ils n’ont toujopas compris
que dans I'Univers TOTAL, tout est vrai et le caute de tout aussi, et qu'il ne faut nier aucunetééans
'absolu, c’est-a-dire donc a I'échelle de I'UniseFOTAL, et que c'est cettdégation la seuleErreur dans
I'Univers, le vraiParadoxe

0 a b a0
™ - » [

Sur une Droite, comme dans la situation que masgrechéma, la seule vérité mathématique, scigunifiest
que b > a Autrement dit, les deux phrases contraites b et b > ane peuvent pas étre vraies en méme
temps sur cette Droite. Donc voir la vérité unigeemsur cette Droite, comme ne voir la Terre queusu
terrain de football ou ne raisonner qu’en géomeétielidienne. On a I'une des vérités possible dahsvers,
mais on ne voit qu'une. Mais il faut raisonner slane logique supérieure, la Logique de CerclesoGytle, ou
I'on voit toutes les vérités, les vérités et lecmatraires.

0=m®

Sur un Cercle, on a les deux vérités possiblesa n> a car on voit qué est en avance par rappor,amais
attention, cette fois-ci, contrairement a la Droita > b est vrai aussi, car, malgré les apparere@gut avoir
un tour d’avance su, il peut s'étre retrouvé derrieteparce qu'il a déja fait un tour complet, alors due’'a
pas encore fait son tour.

b. De la science avec la Régle a la Science fave@ale Compas,
de la Science de la Droite a la Science du Cycle k& Science Plate a la Science Ronde !
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La conception actuelle de I'Egalité est I'ldentitEgalité du type X = X » : «0=0», «1=1» «2=2» «3 =
3», «4 = 4», «5 =5 », etc. Cette Egalité estroe le fait de raisonner sur une Droite, les n@slsont congus
comme des segments, dont les deux extrémités mggosgnent pas pour devenir le méme point, le méhjet, la
méme chose :

Dans la logique traditionnelle, 'Egalité0«= 1» est fausse, et des deux énonc@sd» et «0# 1», seule la
seconde est vraie, elle seule est la vérité stigunti Dans les mathématiques faites avec I'ldéntin dit
seulement & + 2 = 4» mais pas & + 2 = 5»., qui revient a dire @ = 1».

Mais I'égalité «0 = 1» est une Equivalence, elle obéit la Logique dde&yi je dis @ + 2 = 5»,

ou «0 + 0 = 1», ce n'est plus une identité, car elle n'est ploe égalité de la formeX = X» mais une égalité
bien plus générale et plus puissante, de la fore=« ». Au sens deillentité (qui est la conception actuelle
de I'égalité), on dira que 4= 5» est faux, et on écrira4e& 5 », alors que c’est vrai au sens digliivalence

Voila donc toute l'importance de la nouvelle cortemp de I'égalité, a savoir équivalence qui est tout
simplement I'égalité associée @ercle ou auCycle: «0 =0», «0=1», ,«0=2» «0= 38 =%4», «0=
5 », etc., I'égalité des nombres entiers congute deis-ci comme des cercles, dont les deux extésrse
rejoignent maintenant pour devenir le méme pééntpéme objet, la méme chose :

D=1 0=2 0=3 0=4
0=0
Cycled 3 1
2 1
1 2
0=12
11 1
10 2
g 3
B 4
5
7 ]

On fonctionne actuellement avec I'ldentité et orit V&Equivalence simplement comme une généralisatie
I'« égalité », alors qu’en fait c’est l'inverse @ufaut faire : I'égalité est I'équivalence, on tidonctionner et
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raisonner en termes d’équivalence, et voir l'idgntomme un cas particulier d’équivalence. En gffatvoit
bien avec cette illustration des nombres entierg;u® comme des cercles, que qui dit Equivalendequdisi
forcément I'ldentité « 0 = 0 » ou Cycle 0, quiest un cas particulier.

« Il est impossible qu'un méme attribut appartienien@ppartienne pas en méme temps et sous le méme
rapport a une méme chose dit Aristote ( Métaphysique, 1005 b 19-20)e&’le famewprincipe de non-
contradiction.

Comme déja dit dans un commentaire dans la Thémse Univers (I'ancétre de la Théorie universells de
ensembles ou Science de I'Univers TOTAL), c’ess te&act, cher Aristote, mais a condition quédNégation
contenue dans le motimpossible» ou dans la partie de la phrase’appartienne pas» ne soit pasbsolue
mais justerelative, ou que |Egalité ou I'Ontologie associée au motméme» ne soit pas Identité mais
I'Equivalence Sinon, le fameux « principe de non-contradictiogst en fait le principe méme deNagation,
oui de laNégation Absolué

La Logique classique héritée d'Aristote ne suppgées qu'une chose soit vraie en méme temps que son
contraire. Elle appelle cela une « contradictio’est pour cela que cette logique est trés peuogpige pour
faire la science et comprendre I'Univers, car dasisivers une chose peut étre vraie ainsi que soniraire sans
pour autant qu'il y ait forcément une contradictitine méme chose peut présenter des aspects oestiat
I'Univers TOTAL est justement la chose qui préseoigs les aspects et leurs contraires, car tost yrai et le
contraire aussi.

C’est pourquoi quand la théorie des ensemblesstdvec la logique classique et qu’elle se trauverésence
d’ensembles spéciaux comme par exemple « L'ensed®l®us les ensembles » (qui n’est qu'une autrenfa
de parler de I'Univers TOTAL I'Ensemble de toutes kchoses), elle déclare paradoxaux ces ensenibiss a
gu’en réalité le vrai paradoxe vient de cette lagiglle-méme.

3. De I'ontologie de I'ldentité a I'ontologie de [Equivalence,
de la Logique de Droite a la Logique de Cycle, daINégation I'Alternation

a. La Logique d’Alternation, la Logique Alternative, la Logique des Alternatives

Le connecteur associé a I'Equivalence et au Cyest plus I'actuelle connecteur déégation NON, mais le
connecteur dAlternation ouALTER, le connecteur de la Logique Alternative.
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Les deux notions

Logique correspondante

d’Egalité

Identité : ' Negation
Type « A = A» Alpha. + Omega
0=0, 1=1 0 2
2n =2n g 1
mais JAMAIS ~00 —— l—+oo

0=1 0=2=n

Logique Négative, Continue,
Statique, LINEAIRE, celle d'un Univers NON-TOTAL

Equivalence : Alternation
Type« A = B» ||Alpha = Omega !
- i u’ =
0=0 1=1 el
2 =2n 0 =1

mais aussi s /A_\R\' A

et SURTOUT | 0=+ A

0 = 110 = 2g Nl Rl BT AEBL | 4 <::t~?§0:"'-"-.i.!|
0 =0 I Logigue Alternative, Cyclique, Dynamique;

Logique FRACTALE, celle de I'Univers TOTAL !

La Logique Alternative est comme deurant alternatif, elle est pour leourant alternatif ce que laNégation

est pour lecourant continu, elle est pour le Cercle ou le Cycle ce que ladtiég est pour la Droite, elle est
pour 'Equivalence (égalité nouvelle de typeG«= 1» ou «X = Y ») ce que laNégation est pour Ildentité
(égalité classique de typdd«= 0» ou «X = X »), etc.. Et évidemment, laogique Alternative est alternative,
parce qu'elle... l'alternative a INégation a laLogique Négative C’est enLogique Alternative qu'il faut
maintenant raisonner pour comprendre I'Univers TQTAEnsemble de toutes les choses, 'Ensemble dans
lequel toutes choses existe, est vrai, et le coatide toute chose aussi. L'Etre méme qui posseds les
attributs et en méme temps aussi les contraireméeses attributs !

Il faut maintenant passer de l'actuelle ontologe lddentité et de laNégation a la nouvelle ontologie de
I'Equivalenceet de lAlternation, le paradigme dCycle et de laStructure FRACTALE .

b. Toute la Lumiére sur la Négation, I'Usurpatrice,le Paradoxe
la Falsificatrice de la Science, la cause de toweslprobléemes du Monde

Dans l'introduction de ce livre, dans I'analyse qiaé faite sur les paradoxes de Russell et de B&ati (les pseudo-
paradoxes de la théorie des ensembles mais vraidhme de Négation qui est le vrai Paradoxe), jlaude chose qui est
peut-étre passée inapercue, je n'ai pas voululéétéidée a cet endroit, et je vais le faire ntaimant.

Jaidit: «a Oa » et sorcontraire «a 0o ».

On remarquera donc que je n'ai pas dit comme nzante «a O o » et sanégation «a O a ».

De méme, je dirai : la phrasdlgleut » et sorcontraire «Il ne pleut pas»,

et non pas : # pleut » et smégation «Il ne pleut pas».

Ces phrases ne sient pas, elles sont justeontraires, elles sontleux alternatives, elles sont deux vérit&ontraires
dans lUnivers TOTAL . Tantdt «l pleut » ici, et tantét 4l ne pleut pas» ici.
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Et pendant qu'd pleut » ici, & unautre endroit de lUnivers TOTAL, «ll ne pleut pas», et vice-versa. LRluie est le
Beau Tempssont juste deux situatiort®ntraires dans IUnivers TOTAL, Ces deux choses ne se nient pas, elles sont
juste deuxréalités contraires car dans WUnivers TOTAL, toutes réalités existent, il y a par exemple elgwits qui
nient 'Univers TOTAL auquel ils appartiennent (ce qui est paradoxe le vrai paradoxe, qui existe aussi dans
I'Univers TOTAL, la preuve...) et d'autres esprits comme moiaftirment I'Univers TOTAL .

NIER une vérité, une réalité de Univers TOTAL, jusqu’a IUnivers TOTAL lui-méme qui est IRéalité TOTAL,
c’est une chose, et cela s’appelleNiégation et méme duNégationnisme mais raisonner simplement et présenter les
réalités et les réalités contraires sans nier aucune c'est une toute autre affaire! La, ce que [loait f
s'appelle IAlternation, laLogique Alternative, on dit toute la vérité deUnivers, on fait la science qui parle de toute la
Réalité.

Il ne faut donc plus confondre tontraire d’'un énoncé ou d’'une chose, qui estautre énoncé, un@utre vérité, une
autre réalité, uneautre chose, avec lamégation de cet énoncé, de cette chose.coatraire d’'une chose, c’est son
alternative, dans le cas ou I'on raisonne dans une logigDEEX alternatives, appeléAlternation 2. Car on peut aussi
raisonner dans une logiqueTROIS alternatives, appeléAlternation 3 ; ou une logique UATRE alternatives,
appeléAlternation 4, etc. Et on peut raisonner dans une logiqgWN& seule alternative appelée dondlternation 1.
C’est dans ce cas fondamentale que nous sommes$ @vdcers TOTAL, qui est lUnique Ensemble celui dans lequel
tout existe et tout se passe. Nous n'avons pastrd’ahoix que l'unique choix d'étréans I'Univers TOTAL,
I'Ensemble de toutes les chosede raisonner et de faire la science avec lui.lMp@tre en dehors deUnivers
TOTAL , se constituer en uradternative séparéede Lui, IeNIER donc, c’est cela IParadoxe le vrai !

Dans une bonne logique (l@gique Alternative donc), IeVrai et leFaux sont justedeux alternatives comme |€) et le

1 ou lel et le0, commeGaucheetDroite, Haut etBas Ouvert etFermé, Pile etFace etc.

L’une ne nie pas Hutre, elles sont justeontraires c’est tout, lune n'est pas plus vraie quealitre, et I'une n’est pas
plus fausse quedutre, méme si on les appellevkai » et «Faux » ce qui entraine la confusion avec le problemkade
Faussetéou de laNégation, qui est une toute autre affaire, qui veut ditke, gue I'onnie la vérité, onnie la réalité, et
en particulier omie I'Univers TOTAL !

Ce qui seme aussi la confusion est aussi le calplmotOui et Non, et en particulier la secon@dternative nommé
Non de ce couple. Ce mdlon, qui a servi de connecteur di&gation Absolue le connecteuNON, a permis a la
Négation d’'usurper l'identité du trés normal mbion du couple(Oui, Non), qui signifie simplement qu’on a le choix
entredeux alternatives I'une appelé®ui et I'autre appeléblon, et la seconde sert juste a dire que quand oeulepas
la premiére, c’est la deuxiéme que I'on veut, eewersa. La seconde est justdtérnative a la premiére, alterner la
premiéere, a lhverser. Au lieu du couple

(Oui, Non), on n'aurait pu choisir n'importe quel autre caupl

(0, 1), ou (Pile, Face) ou (A, B), ou (+, -), etc.

Ce couple fonctionne selon la bonne vieille Régle signes, car c'est de cela gu'il s'agit fondamientent :

Oui X

Oui Qui

Non Non Non Oui

La Table d’Alternation 2 des connecteurs Oui et Non.
Le connecteur Non est a comprendre « L'Autre » ou « L'Autre »,
et a partir de I'Alternation 3 on dit : « UN Autre ».
Ce n'est pas une affaire de « Vrai » et « Faux » au sens de la Négation ,
mais juste que Non est I'Alternative a Oui.

Ce n'est que quand le Non devient I'Alternative a I'Univers TOTAL

gu'il devient la mauvaise alternative , la Négation proprement dite.

Il es alors synonyme de Faux cette fois-ci au sens Négatif du terme..
Alors le normal couple (Oui, Non) de la table de droite, la table de Non,
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devient le couple (Vrai, Faux),
cette table de Non est appelée la « table de vérité du connecteur Négation  »,
sans dire la nature et la définition exacte de la Négation ,
a savoir la Négation de I'Univers TOTAL !
La Diablesse Négation aura ainsi usurpé la Divine Alternation
elle aura usurpé l'identité du trés normal mot Non de 'Alternation 2
(plus exactement ce qui aurait di se dire ALTER se dit NON)
pour paraitre un mot normal de la logique et du raisonnement,
pour fausser la science et le monde sans que personne ne se doute de rien !

La Table d’Alternation 2 des connecteurs A et B,
qui signifie que n'importe quel couple d’objets B, fait I'affaire !
Le contrairede A c’est B et leontraire de B c’est A.
Quand on ne veut pas A on veut B ou vice-versa.

La Table d’Alternation 2 des connecteurs «+ » etx
La Négation la vraie, fonctionne simplement
comme le signe « - » de la Regle des signes.
Ici aussi se cache une subtile arnaque didgation:
On a choisi le mot &légatif » pour désigner le signe « - »,
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